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1. Einleitung

1.1. Motivation und Einfiihrung in das Thema

Die Forderung nach reellen Messwerten wird in der Quantenmechanik durch Verwendung
hermitescher Operatoren gewéhrleistet. Jedoch ist die Behandlung dissipativer oder
offener Systeme in der hermiteschen Quantenmechanik oft schwierig [1]. Eine elegan-
te Moglichkeit offene Systeme zu betrachten, ist die Verwendung nicht-hermitescher
Hamiltonoperatoren mit komplexen Potentialen [2]. Komplexe Potentiale verletzen die
Wahrscheinlichkeitserhaltung und fithren so zu einem Gewinn oder Verlust der Wahr-
scheinlichkeitsdichte. Fiir Bose-Einstein-Kondensate, die sich bei tiefen Temperaturen sehr
gut durch die nichtlineare Gross-Pitaevskii-Gleichung beschreiben lassen [3-5], kann dies
als Ein- und Auskopplung von Teilchen interpretiert werden [6]. Eine nicht-hermitesche
Gross-Pitaevskii-Gleichung wird unter anderem verwendet, um inelastische Dreikorper-
st6Be von Bose-Einstein-Kondensaten zu untersuchen [2, 7], den Zerfall von Kondensaten
zu beschreiben [8, 9] oder um Transportphdnomene zu berticksichtigen [10].

Aus physikalischer Sicht ist eine spezielle Klasse der nicht-hermiteschen Systeme von
Interesse, die eine Paritéts-Zeit-Symmetrie (P7T-Symmetrie) aufweisen. P7-Symmetrie
bedeutet, dass der Hamiltonoperator des Systems mit dem P7T-Operator vertauscht.
Es zeigt sich, dass solche Systeme in bestimmten Parameterbereichen ein rein reelles
Eigenwertspektrum besitzen kénnen und stationire Zustande moglich sind [11].

Die experimentelle Realisierung eines P7T-symmetrischen Systems gelang bereits in
optischen Wellenleitern [12, 13], in denen die formale Aquivalenz der Wellengleichung zur
Schrodingergleichung fiir die Transversalmode des elektrischen Feldes ausgenutzt wird und
komplexe Brechungsindizes den komplexen Potentialen entsprechen. Die Umsetzung eines
echten P7T-symmetrischen Quantensystems steht noch aus. Ein Bose-Einstein-Kondensat
mit Ein- und Auskopplung von Teilchen ist hierfir ein vielversprechender Kandidat [14].
Ein einfaches und potentiell experimentell zugéngliches System ist das dreidimensionale
PT-symmetrische Doppelmuldenpotential [15-21].

In dieser Arbeit werden die Bifurkationen im Eigenwertspektrum eines Bose-Einstein-Kon-
densates in einem solchen dreidimensionalen P7T-symmetrischen Doppelmuldenpotential
studiert. Ziel ist die Aufklirung des Verhaltens und der charakteristischen Anderungen
der Eigenwertstruktur bei verschiedenen Systemparametern. Dafiir wird die nichtlineare
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Gross-Pitaevskii-Gleichung in den Raum der bikomplexen Zahlen analytisch fortgesetzt.
Die bikomplexen Zahlen werden hierbei in der sogenannten idempotenten Darstellung
verwendet, welche die Rechnungen effektiv auf eine komplexe Algebra zuriickfiihren. Die
bikomplexe Algebra und allgemein die hyperkomplexe Algebra bieten Vorteile bei der
Verallgemeinerung und Untersuchung quantenmechanischer Systeme [22-24].

1.2. Aufbau der Arbeit

e In KAPITEL 2 wird die Mean-Field Beschreibung von Bose-Einstein-Kondensaten
behandelt. Dafiir wird eine kurze Herleitung der Gross-Pitaevskii-Gleichung mit
kurzreichweitiger Wechselwirkung gezeigt und im Speziellen auf deren Nichtlinea-
ritat eingegangen. Da in nichtlinearen Systemen héaufig Bifurkationen auftreten,
werden diese allgemein behandelt und die fiir diese Arbeit wichtigen Bifurkations-
typen vorgestellt.

e Die bikomplexen Zahlen sowie ihre idempotente Darstellung werden in KAPITEL
3 eingefiihrt. Die Eigenschaften und Regeln dieser idempotenten Darstellung wer-
den ausfiithrlich behandelt und wichtige Elemente der Quantenmechanik, wie das
Betragsquadrat und die Phase, verallgemeinert.

e KAPITEL 4 befasst sich mit der P7T-symmetrischen Quantenmechanik. Nach ei-
ner kurzen Einfithrung zu den Eigenschaften antilinearer Operatoren wird der
PT-Operator betrachtet. Auflerdem werden die in der nicht-hermiteschen Quan-
tenmechanik auftretenden komplexen Potentiale motiviert, sowie eine physikali-
sche Interpretation gegeben. Anschliefend wird das in dieser Arbeit verwendete
PT-symmetrische Doppelmuldenpotential vorgestellt. Die folgende Betrachtung
nichtlinearer Quantensysteme beinhaltet die bikomplexe Verallgemeinerung der
Gross-Pitaevskii-Gleichung auf die idempotente Darstellung und die Betrachtung
der auftretenden Symmetrien, insbesondere der PT-Symmetrie.

e Zur Losung der Gross-Pitaevskii-Gleichung wird das zeitabhéngige Variationsprinzip
nach McLachlan verwendet, welches in KAPITEL 5 fir bikomplexe Zahlen in
idempotenter Darstellung hergeleitet wird. Als Ansatz fiir die Wellenfunktion dient
eine Superposition aus Gauf3’schen Wellenpaketen. Durch Symmetrien lasst sich
die Anzahl der Variationsparameter einschranken. Zuletzt werden die stationédren
Zustédnde und die daraus folgenden Bedingungen an die Gaufi’schen Parameter
betrachtet.

e In KAPITEL 6 werden dann die Eigenwertspektren der Gross-Pitaevskii-Gleichung
mit einem P7T-symmetrischen Doppelmuldenpotential ausgewertet. Aulerdem wird
auf die Beziehungen und Symmetrien der Gaufl’schen Parameter eingegangen.
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e KAPITEL 7 befasst sich mit den Bifurkationen des Eigenwertspektrums. Ziel ist
ein besseres Verstandnis der Struktur und Entwicklung des Bifurkationsszenarios
bei verschiedenen Systemparametern. Dazu werden die im System auftretenden
Bifurkationen mit bekannten Bifurkationstypen verglichen.

e In KAPITEL 8 werden schlieBlich die Form und die Symmetrien der Wellenfunktionen
in der idempotenten Darstellung diskutiert und mit den Symmetrien der Eigenwerte
und der Gaufl’schen Parameter verglichen.

e Die wesentlichen Ergebnisse sind in KAPITEL 9 zusammengefasst und abschliefend
wird ein kurzer Ausblick gegeben.






2. Bose-Einstein-Kondensate

Die Kondensation idealer Bose-Gase bei tiefen Temperaturen wurde bereits 1924/25 von
Einstein [25, 26], basierend auf den Arbeiten von Bose [27], vorhergesagt. Da Bosonen
nicht dem Pauli-Prinzip unterliegen, kann eine beliebige Anzahl Bosonen denselben
quantenmechanischen Zustand besetzen. Der Vorgang, dass unterhalb einer kritischen
Temperatur der Grunzustand makroskopisch besetzt wird, bezeichnet man als Bose-
Einstein-Kondensation.

Aufgrund der geringen Teilchendichte in Bose-Einstein-Kondensaten (Bose-Einstein
condensate, BEC) gentigt es, Zweikorperkrifte zu berticksichtigen. Die Wechselwirkung
zwischen mehr als zwei Teilchen kann vernachlassigt werden. Die Vielteilchen-Schroding-
ergleichung fiir NV Teilchen lautet

N B2 1 N
Z Azn + Vet (x, 1) Z (Tn, ) | V(xy,...,2Nn) = EV(2q,...,2N),

mn (2.1)

N \

mit dem Fallenpotential Vi (2, t) und dem Wechselwirkungspotential V (x,,, ,,) zwi-
schen zwei Teilchen an den Orten @, und x,,. Der Faktor 1/2 berticksichtigt, dass jede
Zweiteilchenwechselwirkung doppelt aufsummiert wird.

2.1. Gross-Pitaevskii-Gleichung

Die Vielteilchen-Schrodingergleichung (2.1) besitzt keine analytische Losung und die
numerische Behandlung ist aufgrund der grofien Teilchenzahl sehr aufwendig. Der tibliche
Produktansatz separiert die Gleichung wegen des Zweiteilchenwechselwirkungspotentials
nicht. Da die Bose-Einstein-Kondensation bei geringer Temperatur stattfindet, stellt
ein Mean-Field-Ansatz eine geeignete Naherung dar. Dabei wird die Wirkung auf ein
Teilchen aufgrund des Potential aller anderen Teilchen im System durch ein mittleres Feld
genahert (mean-field approzimation). Fir Bosonen kann die Vielteilchenwellenfunktion
im Grenzfall T"— 0 durch ein Produkt identischer Einteilchenwellenfunktionen ersetzt
werden,

U(xy,...,xey) =[] (). (2.2)
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Dies entspricht der Anschauung, dass sich alle Teilchen fiir 7" = 0 im Grundzustand befin-
den, also vollsténdig kondensiert sind. Es wird die Minimierung der Mean-Field-Energie
E.¢ mit der Nebenbedingung, dass die Norm <w‘¢> = 1 erhalten bleibt, betrachtet,

5 (Bt = uN [(#]0) = 1]) = 0, By = W , (2.3)

wobei die Nebenbedingung durch den Lagrange-Parameter 4N in die Variation eingeht.
Die Variation (2.3) liefert die im Jahr 1961 von Gross [3] und Pitaevskii [4] unabhédngig
entwickelte zeitunabhéngige Gross-Pitaevskii-Gleichung ( Gross-Pitaevskii equation, GPE),

h
o Vo) £ N [ V@) 0@ vla) = pita). (2
Aus der Variation geht hervor, dass p der Definition des chemischen Potentials entspricht
und damit die Energie bezeichnet, die notwendig ist, um dem System ein Teilchen
hinzuzufiigen. Fiir eine ausfiihrliche Behandlung der GPE sei auf [5, 28] verwiesen.

2.1.1. Gross-Pitaevskii-Gleichung mit kurzreichweitiger
Wechselwirkung

In dieser Arbeit wollen wir uns auf die GPE mit kurzreichweitiger Wechselwirkung
beschrinken. Diese Wechselwirkung ist fiir ungeladene Atome durch ein van der Waals-
Potential gegeben. Unter Verwendung der Néherung, dass nur Kontaktwechselwirkungen
V(x,x') = 8rad(x — x’) zwischen den Kondensatteilchen auftreten sollen und der Einfiih-
rung einer definierten Langenskala sowie weiterer Einheiten ergibt sich die zeitunabhéngige
dimensionslose GPE mit kurzreichweitiger Wechselwirkung,

[—A + Vi (@) + 87Na (@t P v(@.t) = p(.t), (2.5)

mit der Teilchenzahl N und der Streulinge a. Analog zur linearen Schrodingergleichung
ergibt sich die zeitabhéngige GPE durch die Zeitentwicklung der stationdren Zustande
Y(x,t) = e hp(x) und die Substitution u(x) — 10 (x, t),

(= A+ Vi (@) + 87Na [ (@.t) ] (2 t) = i0(,t). (2.6)

Eine alternative Herleitung tiber Feldoperatoren fithrt zum selben Ergebnis [5].
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2.1.2. Nichtlinearitat der Gross-Pitaevskii-Gleichung

Die GPE (2.5) lasst sich durch einen linearen Anteil H};, und einen nichtlinearen Anteil
Honiin ausricken,

[Hlin + Hnonlin] 77/}(m) = M@D(m) ) (27)

wobei
Hin = —A+ Veu(x), (2.8a)
Hnonlin =g |77Z)(13>|2 ) (28b)

und g = 87 Na den Nichtlinearitatsparameter bezeichnet.

Der nichtlineare Anteil der GPE ist durch das Betragsquadrat |1)]> = ¢¢* der im
Allgemeinen komplexen Wellenfunktion ¢ (x) gegeben und erfiillt nicht die Cauchy-
Riemann’schen Differentialgleichungen, wie im Folgenden gezeigt wird.

Fir eine komplexe Zahl z = x + iy folgt
2" = (2 + iy) (¢ — iy) = 2* + ¢, (2.9)

das reelle Betragsquadrat.

Mit u(z,y) = Re |2|* = 22 4+ y* und v(z,y) = Im |z|* = 0 folgt

ou ov
e 20 #0 = oy (2.10a)
ou ov
i 2 #0 = e (2.10b)

Die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen (2.10) sind also nur fir z = y = 0
erfillt. Da das Betragsquadrat jedoch in einer Umgebung von z = 0 nicht komplex
differenzierbar ist, ldsst sich |z|* lokal nicht in eine Potenzreihe entwickeln. Das Betrags-
quadrat ist in keinem Punkt der komplexen Ebene holomorph und damit auch nicht
analytisch. Aus physikalischer Sicht sind nichtanalytische Funktionen ungiinstig, was
Anlass fiir eine analytische Fortsetzung gibt.

2.2. Bifurkationen

In nichtlinearen dynamischen Systemen treten haufig Bifurkationen auf. Dabei bezeichnet
eine Bifurkation eine qualitative Verdnderung des Verhaltens einer Grofie in Abhangigkeit
bestimmter Parameter. Bifurkationspunkte weisen meist charakteristische Eigenschaften
auf und treten oft in Verbindung mit Stabilitdtsinderungen auf.
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Betrachtet wird nun die zeitliche Entwicklung einer Grofle z, beschrieben durch die
nichtlineare eindimensionale Bewegungsgleichung

& =v(z,p) (2.11)

mit einem Parametersatz p. Der Einfachheit halber wollen wir im Folgenden den Fall
betrachten, dass (2.11) nur von einem Parameter p abhangt. Falls = fir p < py, ein
qualitativ anderes Verhalten wie fiir p > py, zeigt, so ist py, ein Bifurkationspunkt. Eine
typische Verdnderung ist hierbei beispielsweise die Anderung der Zustandszahl oder ein
Stabilitatswechsel.

Um die Stabilitat einer stationéren Losung ©# = 0 zu bestimmen, wird eine lineare
Stabilitdtsanalyse der Zustandsgleichung (2.11) durchgefithrt. Dazu wird eine kleine
Auslenkung dx des stationdren Zustandes zy betrachtet,

io + 0% = v(xg + 0z, p) = v(0, p) + 020 (, p)|sy + O(027). (2.12)

Fiir den ungestorten stationdren Zustand muss &y = v(zg, p) = 0 gelten, sodass (2.12)
naherungsweise die Losung

5x(t) = 62(0)ed=0(@Plwo! (2.13)

besitzt. Die Storung (2.13) der stationdren Losung fallt fir negative reelle Exponenten
exponentiell ab. Die Losung ist dann stabil unter kleinen Auslenkungen dx. Fiir positive
reelle Exponenten wéchst eine Storung exponentiell an, der Zustand ist somit instabil.
Fir die Bewegungsgleichung (2.11) gilt die lineare Stabilitatsbedingung

< 0, stabil

] ) (2.14)
> (), instabil

Re d,v(, p)|ao {

Der kritische Fall Re 0,v(z, p)|s, = O liefert in linearer Naherung keine Informationen
iiber die Stabilitat, sodass hohere Ordnungen betrachtet werden miissen.

2.2.1. Tangentenbifurkation und Heugabelbifurkation

Im Folgenden sollen nun zwei wichtige und haufig auftretende Bifurkationstypen betrach-
tet werden. Wird ein dynamisches System durch die Bewegungsgleichung

& =uv(x,p)=2"+p (2.15)

beschrieben, so besitzt dieses offensichtlich die stationdren Losungen a:(()l)’@) =+/—p,
dargestellt in Abbildung (2.1). Fiir p > 0 existieren jedoch keine reellen stationédren
Zustande. Nur durch komplexe Erweiterung lassen sich fiir p > 0 die imagindren Losungen
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@6l stabil — | ([T ]
024 B \\\\\ instabil - - - | 034 B o i
072 B \\\ 7 0,2 = \\\ .

s 0L | S 0 :

o2t L o2t ; .
04 | 1 04t 1
0,6 | 06 1
0,6 106 1
0,4 | 104t 1
02| 1oL 02) 1

% | R

=02 | 1 =02t 1
04 | 1 04t 1
0,6 |- 106} 1
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Abbildung 2.1: Haufige Bifurkationsarten sind die Tangentenbifurkation (a) und
die Heugabelbifurkation (b).

2@ = +i,/p finden. Zur Untersuchung der Stabilitit wird die lineare Stabilitatsbedin-
gung (2.14) betrachtet,

0p0(Z, )|y = 220 - (2.16)

Es ist also nur die negative Losung xél) = —/p stabil, die positive Losung xéQ) =

V/p hingegen ist instabil. Die rein imagindren Losungen kénnen als stabile Losungen
angesehen werden, da sie lediglich zu einer Oszillation um die stationédre Losung fithren.
Diese Oszillation ist dominant fiir kleine Storungen auf einer relevanten Zeitskala. Viele
physikalische Systeme, auch das in dieser Arbeit betrachtete System, bestatigen diese
Ansicht.

Ein System, welches durch die Bewegungsgleichung hoherer Ordnung
i=v(z,p) =12+ px (2.17)

beschrieben wird, weist im Gegensatz zu (2.15) noch eine weitere, vom Parameter p
unabhangige Losung xé?’) = 0 auf. Die lineare Stabilitatsanalyse zeigt ein ganzlich anderes

Verhalten,
0u0(, )|y = 375+ p . (2.18)
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instabil

0,5 |-

Die Cusp-Bifurkation, dargestellt im Parameterraum. Wird die

Abbildung 2.2

instabile Losung in die po-Ebene projiziert, so zeigt sich die Spitze (cusp), durch

welche dieser Bifurkationstyp seinen Namen erhélt.

beide instabil fir p < 0 und stabil fir p > 0. Der Exponent (2.18) der linearen Stérung

Die bereits von der Tangentenbifurkation bekannten stationdren Losungen sind nun fiir

(3

(2.13) ist immer reell, auch fiir die komplexen stationdren Losungen. Nur z; ) = 0 stellt

fiir p < 0 eine stabile Losung dar. Abbildung 2.1 zeigt die Tangentenbifurkation und die

Heugabelbifurkation sowie ihr Stabilitatsverhalten.

ion

2.2. Cusp-Bifurkat

2.

welches durch die Zustandsgleichung

Y

Es wird nun ein dynamisches System betrachtet

(2.19)

v(x,p,0) =2+ pr+o

T =

sodass die Losungen mithilfe der Cardanischen

Y

mit den Parametern p und o beschrieben wird. Die stationéren Zusténde entsprechen den

Nullstellen eines Polynoms dritten Grades
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Formeln bestimmt werden konnen,

w0 = (1£iV3) {’/f_zg ~ (1¥iv3)

2p §
2P = _ \3[35 n 7T (2.20b)
= {—904—\/12,034—8102]3 .

Die Realteile der Losungen (2.20) sind in Abbildung 2.2 im Parameterraum dargestellt.
Eine lineare Stabilitatsanalyse wie in Abschnitt 2.2.1 zeigt, dass die Losung fo” instabil
ist. Die Losungen a:(()l) ‘@ sind stabil. Die Projektion der instabilen Losung auf die Para-
meterebene zeigt eine spitz zulaufende Flache, deren Rand die Bifurkationen zwischen
der instabilen und den stabilen Losungen angibt. Im Ursprung liegt die namensgebende
Spitze (cusp). René Thom beschrieb diesen Bifurkationstyp 1972 als Cusp-Katastrophe
im Rahmen der Katasrophentheorie [29]. Dabei bildet die Cusp-Katastrophe eine von
sieben Normalformen zur Klassifizierung dynamischer Systeme. Fiir den Spezialfall o = 0

entspricht die Cusp-Bifurkation gerade der Heugabelbifurkation.

(2.20a)

Q\m
—_
0]

218 7
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3. Bikomplexe Zahlen

Bikomplexe Zahlen [30] stellen eine Verallgemeinerung der komplexen Zahlen dar. Des-
halb ist es moglich, eine komplexe Grofle wie das Betragsquadrat aus Abschnitt 2.1.2 im
Raum der bikomplexen Zahlen analytisch fortzusetzen. Im Gegensatz zu den bekannteren
Quaternionen [31] sind die bikomplexen Zahlen kommutativ beziiglich der Multiplika-
tion, jedoch nicht nullteilerfrei und bilden daher keine Divisionsalgebra. In jiingster
Zeit wird vermehrt hyperkomplexe Algebra zur Formulierung quantenmechanischer Pro-
bleme verwendet [22]. Es wurde bereits gezeigt, dass die fundamentalen Bestandteile
der Quantenmechanik, sowie die Schrodingergleichung und der Hilbertraum selbst, in
bikomplexer Erweiterung formuliert werden kénnen und insbesondere die Verwendung
der idempotenten Darstellung der bikomplexen Zahlen Vorteile mit sich bringt [23, 24].
Im Folgenden wird daher eine kurze Einfithrung der bikomplexen Zahlen und ihrer
elementaren Operationen und Funktionen gegeben.

3.1. Einfuhrung der bikomplexen Zahlen

Fiir eine gewohnliche komplexe Zahl z € C gilt
Z2=x+ 1y, (3.1)

mit 2,y € R und i? = —1 der imaginidren Einheit. Eine bikomplexe Zahl kann nun
konstruiert werden, indem Real- und Imaginérteil von z selbst zu komplexen Zahlen
beziiglich einer weiteren unabhdngigen imaginiren Einheit j mit j2 = —1 erweitert
werden. Mit # = (x1 + jz;) und y = (y1 + jy;) folgt

z2=x+iy= (fL‘l —I—jxj) +i(y1 +jyj) =z +iz+jz + Kz, (3.2)

wobei K = ij und z € BC nun eine bikomplexe Zahl darstellt. Ein dquivalentes Resultat
wird durch Verwendung der imaginare Einheiten j und Darstellung der Koeffizienten als
komplexe Zahlen beziiglich i erreicht. Die imagindren Einheiten sind also vollig unab-
héngig und gleichberechtigt. Gleichung (3.2) wird als Vektordarstellung der bikomplexen
Zahlen bezeichnet.

Fiir die bikomplexen Zahlen

es — H;K (3.3)

13
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gelten wegen K2 = i%j? = 1 die folgenden Identitéten,

er +e_ =1, (3.4a)
er —e_ =K, (3.4Db)
ere_ =0, (3.4¢)
el =e.. (3.4d)

Eigenschaft (3.4c) zeigt, dass es sich bei ex um Nullteiler handelt. Die Existenz von
Nullteilern bedeutet, dass die bikomplexen Zahlen im Gegensatz zu den komplexen Zahlen
keinen Korper bilden. Weiterhin kénnen die Elemente aufgrund der Eigenschaft (3.4c)
als orthogonale Basis aufgefasst werden, wobei sie durch (3.4d) nur in erster Ordnung
auftreten. Die Elemente e werden daher auch als idempotente Basis bezeichnet. Wie im
Folgenden gezeigt wird, lassen sich die bikomplexen Zahlen z € BC eindeutig darstellen
als

z=ziel+ 2 e, (3.5)

mit zy € C. Unter Verwendung von (3.2) und (3.3) ergibt sich nach einfacher Umformung

z1 41z —|-ij+&2]€: <Z+;Z_> +K(z+;z_) . (36)

Da die imagindren Einheiten 7 und j unabhéngig und gleichberechtigt sind und K = ij,
kéonnen die idempotenten Komponenten aus (3.5) auf zwei Arten dargestellt werden,

e beziiglich der imaginaren Einheit 1,

2p = (1 +2) +1i(z— %), (3.7a)
2o =(n—z)+i(z+ 7). (3.7b)

e beziiglich der imaginaren Einheit 7,

2 =(z+2k) —j (2 — 2) (3.8a)
o=(n—z)+j(z+z). (3.8b)

Die Darstellungen (3.7) in C; und (3.8) in C; sind gleichwertig und der Ubergang erfolgt
durch die Identitaten

iei = $jei, (39)

die einem Wechsel der komplexen Ebene sowie einer zusatzlichen Konjugation in der +
Komponente entsprechen.

Die Eigenschaften (3.4) zeigen aufierdem die lineare Unabhéngigkeit der idempotenten
Elemente ey und garantieren so die Eindeutigkeit der Darstellung in (3.7) oder (3.8).
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3.2. Komplexe Konjugationen

Durch die Eindeutigkeit wiederum folgt fiir eine konsequente Wahl der Darstellung
beziiglich einer imagindren Einheit

Z2=w = 2y =w4, (3.10)

mit z,w € C; oder aber z,w € C;.

Wiéhlt man nun zy € C;, so ergibt sich aus den Gleichungen (3.7) durch Addition und
Subtraktion die Umkehrabbildung von der idempotenten Darstellung auf die Vektordar-
stellung. Die Komponenten der Vektordarstellung bilden dabei Real- und Imaginéarteile
der Linearkombinationen (z, + z_)/2 der idempotenten Komponenten,
zi+2-=2(z1+1%) , (3.11a)
2 — 2o =2 (2 —125) . (3.11Db)

Die Umkehrabbildung kann fir z; € C; analog bestimmt werden,

2y +2-=2 (zl +jzj) : (3.12a)
2y — 2o =2 (zk —jzl-) . (3.12b)

3.2. Komplexe Konjugationen

Aus (3.2) geht hervor, dass eine bikomplexe Zahl z zwei gleichberechtigte imaginére
Einheiten 7 und j enthalt. Von den komplexen Zahlen ist bereits die komplexe Konjugation
z* nach i bekannt. Die Einfiihrung einer zusatzlichen imaginaren Einheit j bringt eine
weitere mogliche komplexe Konjugation z beziiglich j mit sich,

2 i — -1 = K— —Kk, (3.13a)
z: j—— = Kk— —k. (3.13Db)

Aus der Definition der Abkiirzung K folgt, dass die komplexen Konjugationen (3.13)
immer auf zwei Komponenten wirken. Es ist nun moglich (3.13a) und (3.13b) gleichzeitig
anzuwenden und damit eine bikomplexe Konjugation z* beziiglich 7 und j zu definieren,

. i——-i N j—— = Kk—Kk. (3.13¢)
Auch die bikomplexe Konjugation (3.13c) wirkt auf zwei Komponenten.

Auf die idempotenten Basiselemente (3.3) hat die bikomplexe Konjugation (3.13c) keinen
Einfluss, da kK hierbei in sich selbst iibergeht, die bikomplexe Konjugation wirkt somit
nur auf die Koeffizienten einer bikomplexen Zahl z = z, e, + 2_e_,

7= (mer) + (Z,T)* =z fe, + 7" . (3.14)
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3. Bikomplexe Zahlen

Bei den gewohnlichen komplexen Konjugationen hingegen geht K in —K iiber und somit
folgen

2=z "er +z.Te_, (3.15)

Z=7Z_e;+Zie_. (3.16)

Da die Komponenten der idempotenten Darstellung geméaf (3.7) und (3.8) sowohl als
Elemente aus C; sowie als Elemente aus C; gewahlt werden kénnen, lassen sich komplexe
Konjugationen durch entsprechende Wahl der Koeffizienten in der jeweils anderen kom-
plexen Ebene vermeiden. Da eine komplexe Konjugation beziiglich i auf 2. € C; und
umgekehrt eine komplexe Konjugation beziiglich j auf 2z, € C; keinen Einfluss hat, muss
dann lediglich der Basiswechsel ey — e+ beachtet werden.

3.2.1. Betragsquadrat

In der Quantenmechanik ist die Definition einer Norm unabdingbar. Im Raum der
gewOhnlichen komplexen Zahlen ist diese tiber das Betragsquadrat \2\2 fiir z € C definiert.
Zugleich bildet das Betragsquadrat die Nichtlinearitat der GPE. In der hermiteschen
Quantenmechanik lautet das Betragsquadrat

2* = 22, (3.17)
wobei *x die komplexe Konjugation beziiglich i bezeichnet. Diese Eigenschaft bleibt
in der bikomplexen Erweiterung erhalten, sodass (3.13a) gilt. Es konnen geméf (3.13)
analog zu (3.17) weitere Betragsquadrate beziiglich j oder beziiglich beider imaginérer
Einheiten definiert werden. Dabei projeziert das Betragsquadrat beziiglich i nach C;
und beziiglich j nach C;. Das Betragsquadrat durch die bikomplexe Konjugation (3.13c)
nach 7 und j wird in den Raum der bikomplexen Zahlen mit verschwindenden ¢ und j
Komponenten abgebildet. Physikalisch ist nur die komplexe Konjugation, und damit die
Norm, beziiglich i relevant. Durch diese Wahl der Norm wird die imaginare Einheit i
gegeniiber j ausgezeichnet. Fiir die idempotente Darstellung lautet das Betragsquadrat

12)® = zp2_"ey + 22 e_ . (3.18)

3.3. Elementare Operationen

Die grundlegenden Operationen auf dem Raum der bikomplexen Zahlen ergeben sich fiir
die Vektordarstellung (3.2) analog zu den gewohnlichen komplexen Zahlen [30]. Aufgrund
der Eigenschaften (3.4) der idempotenten Basis sind die Operationen und Regeln in
dieser Darstellung von besonderem Interesse.
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3.4. Exponentialfunktion

Fir z,w € BC gilt

zow= (z;owy)ey + (z_ow_)e_, (3.19)

wobei die Verkniipfung o reprasentativ fiir die Addition, Subtraktion und Multiplikation
steht. Die vollstdndige Trennung von e, und e_ Koeffizienten bei der Multiplikati-

on kommt durch die Eigenschaft (3.4c) zustande. Fiir das inverse Element z~! einer
bikomplexen Zahl z folgt mit 1 dem neutralen Element
22l =22 ey 22T e =1. (3.20)
Wegen (3.4a) muss (z3) " = 1/z4 gelten und damit
1 1
7l=—e, +—c_. (3.21)
24+ Z_

Somit wird deutlich, dass (3.19) gleichermaflen fiir die Division gilt, jedoch nur fir zy # 0.
Fir z; = 0 oder z_ = 0 stellt die bikomplexe Zahl z nach (3.4c) einen Nullteiler dar. In
idempotenter Darstellung ist also leicht ersichtlich, dass nicht fiir jede bikomplexe Zahl
ein Inverses existiert.

Die Operationen (3.19) gehorchen den Regeln der gewohnlichen komplexen Zahlen, was
einen grofen Vorteil der idempotenten Darstellung gegeniiber der Vektordarstellung der
bikomplexen Zahlen darstellt.

3.4. Exponentialfunktion

Wie in Abschnitt 3.3 gezeigt wurde, wirken die elementaren Operationen getrennt in den
+ Komponenten. Es ist also zu erwarten, dass Funktionen, welche auf die elementaren
Operationen aus Abschnitt 3.3 zuriickgefiihrt werden kénnen, ebenfalls separat in den +
Komponenten wirken. Da eine analytische Fortsetzung im Allgemeinen durch Potenzreihen
definiert wird, stellt dies keine Beschrénkung dar. Im Folgenden soll diese Wirkung
exemplarisch anhand der Exponentialfunktion gezeigt werden.

Die Exponentialfunktion kann iiber den Grenzwert der Folge

* = lim <1 + Z) (3.22)
n

n—oo
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3. Bikomplexe Zahlen

definiert werden. Fir z € BC und 1 = e, + e_ folgt

e’ = lim (<1+Z+) ey + (1+z) e_)
n—o0 n n

G lim (1 + Z*) e, + lim (1 + Z) e
n

n—o0 n—oo n

= e*te, +e*e_. (3.23)

Damit ist gezeigt, dass auch die Exponentialfunktion in idempotenter Darstellung voll-
standig separiert. Analog kann dies fiir beliebige Potenzreihen gezeigt werden.

3.4.1. Phasenfaktor

Fir die spatere Anwendung der bikomplexen Zahlen erscheint es sinnvoll, einen wichtigen
Bestandteil der Quantenmechanik in idempotenter Darstellung zu betrachten. In der
Quantenmechanik ist die Wahl einer Phase der Form e’® mit a € R frei. Beim Ubergang
zu bikomplexen Zahlen werden alle Parameter verdoppelt, so sollte es in der bikomplexen
Darstellung zwei frei wahlbare Phasenfaktoren geben. Diese lassen sich analog zur
Einfithrung der bikomplexen Zahlen nach wie vor schreiben als Phasenfaktor e'®, wobei
nun « € C;.

In idempotenter Darstellung lautet der Phasenfaktor
el® = gi+erta—e- (3.29) ey +ee_, (3.24)

mit a4 € C; oder a+ € C;. Da nur zwei reelle Phasenfaktoren wéhlbar sind, miissen a,
und «_ abhéngig sein. Durch Vergleich mit (3.7) und (3.8) zeigt sich, dass die idempotente
Komponenten &, unabhéngig von der gewahlten Darstellung die Relation

ay = —a* (3.25)

erfiillen missen, und damit folgt

~ ok

e =e%, +e Ve, (3.26)

mit & aus C; oder C;.

Die imaginédre Einheit i wird hierbei durch die Wahl der Normierung ausgezeichnet, die
weiterhin iiber das Betragsquadrat (3.17) gegeben ist. Es treten somit nur komplexe
Konjugationen * beziiglich i auf.

18



4. PT-symmetrische
Quantenmechanik

Die Postulate der Quantenmechanik fordern, dass Observablen, welche physikalische
Groflen reprasentieren, rein reelle Eigenwerte besitzen miissen. Hermitesche Operatoren
erfiillen diese Forderung, jedoch kénnen auch nicht-hermitesche Operatoren vollkom-
men reelle Eigenwertspektren besitzen, wenn diese eine Paritéts-Zeit-Symmetrie (P7T -
Symmetrie) erfiillen [11]. Die grundlegenden Konzepte der Quantenmechanik wurden fiir
die schwéchere Forderung nach P7T-Symmetrie bereits verallgemeinert, dazu gehort die
Bildung eines angepassten Skalarproduktes, welches zu einer unitiaren Zeitentwicklung
fithrt [32]. Mit einer unitaren Zeitentwicklung lasst sich zeigen, dass die PT-symmetrische
Quantenmechanik dquivalent zur hermiteschen Quantenmechanik ist [33] und somit in den
Bereich der pseudo-hermitischen Quantenmechanik fallt [34-36]. Die PT-symmetrische
Quantenmechanik kann hingegen auch als effektive Beschreibung offener Quantensysteme
verstanden werden und weniger als eine prinzipielle Verallgemeinerung der hermiteschen
Quantenmechanik. Diese Intention liegt der vorliegenden Arbeit zugrunde.

4.1. Antilineare Operatoren

Ein nicht-hermitescher Hamiltonoperator kann in einem Quantensystem reelle Eigenwerte
besitzen, wenn das System symmetrisch beziiglich eines beliebigen antilinearen Operators
ist. Fiir einen antilinearen Operator O gilt

O () + ep) = WO + € Op. (4.1)
Besitzt das System eine O-Symmetrie,
[OH] =0, (4.2)
so liefert die Anwendung des Operators O auf die Schrodingergleichung Hiy = Ev

O (Hy) = O(EY) , (4.3)
H(Op) = E* (OY) . (4.4)
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4. PT-symmetrische Quantenmechanik

Ist der Zustand v Eigenzustand zum Operator O,
OY=cp,ceC, (4.5)

so muss E* = F gelten, also F € R.

Im Allgemeinen existiert fiir nicht-hermitesche Hamiltonoperatoren kein orthogonaler
Satz von Eigenvektoren und die Eigenwerte sind komplex.

4.1.1. PT-Operator

Der PT-Operator (Parity, Time) ist ein solcher antilinearer Operator. Die Betrach-
tung der Raum-Zeit-Symmetrie erscheint aus physikalischer Sicht reizvoll, da diese im
Gegensatz zu der Forderung nach Hermitizitat nicht rein mathematischer Natur ist.

Der Paritédtsoperator P und der Zeitumkehroperator 7 sind iiber ihre Wirkung im
Ortsraum definiert,

P: z—>—-&,p— —p, (4.6)
T: p——p, i——1i, (4.7)

fiir die Wirkung des PT-Operators folgt
PT: &——2,i— —i. (4.8)

Die Raum-Zeitspiegelung wird also formal durch eine Punktspiegelung am Ursprung in
den Ortskoordinaten und eine komplexe Konjugation erreicht. Aufgrund der komplexen
Konjugation in (4.7) entspricht die Wirkung des Zeitumkehroperators der Definition
(4.1) und ist im Gegensatz zum Paritdtsoperator antilinear. Damit ist auch der Paritéts-
Zeit-Operator, bestehend aus einem linearen und einem antilinearen Operator, selbst
antilinear.

Eigenwerte des P T -Operators
Seien e die Eigenwerte des PT-Operators zum Eigenzustand ‘¢>,

PTIw) = ev). (4.9)

Aus der Wirkung des PT-Operators (4.8) ist ersichtlich, dass die zweimalige Anwendung
den urspriinglichen Zustand wiederherstellen muss, also

PTPT) = PTe[¢) = ¢ PT|v) = e

v) = |v). (4.10)
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4.2. Komplexe Potentiale

Die Bedingung |¢|* = 1 an einen Eigenwert des PT-Operators liefert
€=¢c', (4.11)

Eigenwerte des PT-Operators sind also formal Phasenfaktoren und liegen auf dem
Einheitskreis der komplexen Zahlenebene. Da die Quantenmechanik eine Freiheit in der
Phasenwahl besitzt, ist insbesondere

PTI) = 1]o) (4.12)
durch die Phasenwahl |¢/) — [¢}) = €?/2|4) immer moglich, denn
PT[) = e~ *PT|y)
—ia/26ioz ¢>

-t
=) (4.13)

Zustinde mit Eigenwert 1 werden als exakt PT-symmetrisch bezeichnet. Die Freiheit
der globalen Phase garantiert die Aquivalenz von P7T-symmetrischer Quantenmechanik
und hermitescher Quantenmechanik [33].

4.2. Komplexe Potentiale

Die Forderung nach P7T-Symmetrie bedeutet, dass der Hamiltonoperator die Kommuta-
torrelation

[PT H]=PTH—-HPT =0 (4.14)
erfillen muss.

Fiir einen allgemeinen linearen Hamiltonoperator in Ortsdarstellung Hy, = —A + V(x)
mit dem komplexen Potential V' (zx) folgt
[PT Hiwm| = PT (A +V(z)) — (-A+V(x)) PT
=(—A+V*(—x)PT — (A +V(x))PT

= (V' (—x) = V(x))PT. (4.15)

Damit lauten die Bedingungen an das Potential V(x) = Vi(x) + iV;(x),
Vi(e) = Vi(-=), (4.160)
Vi(w) = ~Vi(~). (4.16b)

Fir ein PT-symmetrisches System muss das Potential also eine symmetrische Funktion
des Ortes im Realteil und eine antisymmetrische Funktion des Ortes im Imaginérteil sein.
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4. PT-symmetrische Quantenmechanik

4.2.1. Eigenschaften komplexer Potentiale

Eine fundamentale Eigenschaft der hermiteschen Quantenmechanik ist die Wahrscheinlich-
keitserhaltung, gewahrleistet durch Verwendung selbstadjungierter Hamiltonoperatoren.
Wird die Forderung nach hermiteschen Operatoren verworfen, so existieren geméf (4.16)
komplexe Potentiale, sodass der Hamiltonoperator die schwéchere Forderung nach P7T-
Symmetrie erfiillt.

Um die Auswirkung komplexer Potentiale zu untersuchen, wird die Anderung der Wahi-
scheinlichkeitsdichte p = <w‘w> eines Figenzustandes ‘w> betrachtet,

9 : :
o2 = @)+ W] (4.17)
Mit der dimensionslosen zeitabhangigen Schrodingergleichung i(()t‘l/z> = ’H’@Z)> folgt

dp . .

ST 1<7—[¢‘1/;> — l<¢‘7’[¢> . (4.18)
Der Realteil des komplexen Potentials V' = Vi + iV, braucht nicht weiter beachtet
zu werden, da durch die komplexe Konjugation der Bra-Vektoren in (4.18) nur das
imaginédre Potential iV; in beiden Termen dasselbe Vorzeichen besitzt. Durch Einsetzen
des Hamiltonoperators H = —A + iV} ergibt sich im Ortsraum

dp

22V (@) — i (A (@)(@) — (@) (Av(@))] (4.19)

Der letzte Term in (4.19) gibt die Divergenz der dimensionslosen Wahrscheinlichkeits-
stromdichte j = i (¥ Vi¢* — ¢*V)) an und somit gilt

dp

j=2Vip. 4.2
5 TV i =2Vp (4.20)

Fiir ein reelles Potential ist V; = 0 und damit gibt (4.20) gerade die Kontinuitatsgleichung
an. Durch die Verwendung komplexer Potentiale tritt ein zusétzlicher Term auf, der je nach
Vorzeichen als Wahrscheinlichkeitsquelle oder Wahrscheinlichkeitessenke interpretiert
werden kann.

4.2.2. Das PT-symmetrische Doppelmuldenpotential

In Abschnitt 4.2 wurde gezeigt, dass die GPE (2.5) nur dann P7-symmetrisch ist, wenn
das Potential die Bedingungen (4.16) erfiillt, also beztiglich des Ortes & symmetrisch im
Realteil und antisymmetrisch im Imaginéarteil ist. Der Imaginérteil des Potentials fithrt
gemdf (4.20) zu einer Zu- oder Abnahme von Aufenthaltswahrscheinlichkeit, wobei ein

22



4.2. Komplexe Potentiale

positiver Imaginarteil eine Wahrscheinlichkeitsquelle, ein negativer Imaginarteil hingegen
eine Wahrscheinlichkeitssenke darstellt. Die Verletzung der Wahrscheinlichkeitserhaltung
kann fiir ein offenes System als Ein- und Auskopplung von Teilchen interpretiert werden
[6]. Im Folgenden soll ein moglichst einfaches PT-symmetrisches System betrachtet
werden.

Das Doppelmuldenpotential

V(x) = le <x2 + w? (y2 + 22)> + vpe " + iyze P (4.21)
aus [21] erfullt offensichtlich die geforderten Eigenschaften, wenn alle Parameter reell
sind. Im Realteil treten die Ortskoordinaten dann nur quadratisch auf, was einer geraden
Funktion entspricht. Der Imaginérteil ist eine ungerade Funktion in z und unabhéngig
von y und z. Das PT-symmetrische Doppelmuldenpotential ist in Abbildung 4.1 in
einer Dimension als Funktion von x, sowie zweidimensional als Funktion von x und y
dargestellt.

Das Doppelmuldenpotential (4.21) stellt eine dreidimensionale harmonische Falle mit
Fallenfrequenz 1 in z-Richtung und Fallenfrequenz w in y- und z-Richtung dar. Die beiden
Mulden sind in z-Richtung durch eine Gaufi’sche Potentialbarriere mit Héhe vy und
Breitenparameter o getrennt. Der Einfluss des Imaginérteils ist durch den Gewinn-Verlust
Parameter v bestimmt, welche die Stiarke der Ein- und Auskopplung von Teilchen angibt.
Der Parameter p soll so gewahlt werden, dass in einer Mulde eine Einkopplung von
Teilchen, in der anderen Mulde eine Auskopplung stattfindet. Dazu werden die Extrema
von Real- und Imaginarteil in z-Richtung bestimmt,

—— L (4.22a)
g
1
$imag =+ Qip . (422b)

Durch die Forderung yeal = Timag, dass die Minima von Real- und Imaginarteil zusammen
fallen, ergibt sich fiir den Parameter p,

g

~ 2In (dovy) (4.23)

p

Das Doppelmuldenpotential ist rotationsinvariant um die z-Achse und entspricht in y-
und z-Richtung dem Potential eines harmonischen Oszillators. Die hoher angeregten
Zustande des harmonischen Oszillators liegen weit iber dem in dieser Arbeit betrachteten
Energiebereich. Fiir kleine Nichtlinearitaten ist zu erwarten, dass dies auch fiir die
Zustande in y- und z-Richtung eines BECs in einem Doppelmuldenpotential (4.21)
zutrifft und somit keine Entartung auftritt.

23
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Abbildung 4.1: Das PT-symmetrische Doppelmuldenpotential (4.21) fiir w =
2, v9p = 4, 0 = 1/2 und p entsprechend (4.23). (a) Real- und Imaginérteil fiir
y = z = 0. Der Realteil ist symmetrisch, der Imaginarteil antisymmetrisch. (b)
Real- und Imaginarteil fiir 2 = 0. Der Realteil zeigt die Mulden, die durch eine
Gaufy’sche Potentialbarriere getrennt sind. Der Imaginarteil ist unabhéngig von
y und z und zeigt die Wahrscheinlichkeitsquelle in der rechten Mulde, sowie die
Wahrscheinlichkeitssenke in der linken Mulde.

4.3. Nichtlineare Quantensysteme

In Abschnitt 4.2 wurden bereits die Bedingungen fiir das komplexe Potential eines
linearen Hamiltonoperators festgelegt, sodass dieser mit dem P7T-Operator vertauscht.
Um nichtlineare PT-symmetrische Quantensysteme, beschrieben durch eine nichtlineare
Gleichung wie die GPE, untersuchen zu kénnen, muss dieselbe Forderung auch an den
nichtlinearen Anteil des Hamiltonoperators gestellt werden. Es muss also gelten

[PTal}—[nonlin] =0. (424)
Die Bedingung (4.24) ist erfiillt, wenn der nichtlineare Anteil des Hamiltonoperators

unter Anwendung des PT-Operators invariant ist. Die Nichtlinearitéit g [¢|* der GPE
erfilllt diese Bedingung im Allgemeinen nicht, denn

PT ()" = PT (d(@)v" (@) = ¢ (~2)y(—z) = [)(-z)[ . (4.25)
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4.3. Nichtlineare Quantensysteme

Es existieren jedoch Wellenfunktionen, sodass [¢(z)|> = |1)(—x)|*. Dies ist insbesondere
fiir PT-symmetrische Zustinde erfiillt. Die PT-Symmetrie der GPE soll im folgenden
Abschnitt diskutiert werden.

4.3.1. Gross-Pitaevskii-Gleichung

Die GPE (2.5) erfiillt die PT7-Symmetrie mit einem Potential der Form (4.16) und
bestimmten Wellenfunktionen. Wie in Abschnitt 2.1 gezeigt, stellt das nichtlineare
Betragsquadrat der GPE jedoch eine nichtanalytische Funktion dar. Dies ist auf die
komplexe Konjugation zuriickzufithren, iiber die das Betragsquadrat definiert ist. Um die
GPE analytisch fortzusetzen, konnen die bikomplexen Zahlen aus KAPITEL 3 verwendet
werden.

Zuerst soll lediglich das Betragsquadrat [¢)|* der Wellenfunktion 1 betrachtet werden.
Das Betragsquadrat wird genau dann zu einer analytischen Funktion, wenn 1 und *
unabhéangige Funktionen darstellen, also

(x) — plx), (4.26a)

v (x) — d(x). (4.26b)

Offensichtlich ist dies im Raum der komplexen Zahlen nicht moglich, da ¢ und 9 dort
durch die komplexe Konjugation * verkniipft sind und das Betragsquadrat auf die reelle
Achse abgebildet wird. Ist die Wellenfunktion jedoch eine bikomplexe Grofie ¢ € BC so

kann die Wellenfunktion durch die idempotenten Komponenten ¢, und v _ dargestellt
werden,

(@) = Yi(m)es + Y- (z)e- . (4.27)
Die komplexe Konjugation bewirkt nach (3.15) einen Tausch der Basiselemente e, und
e_ und fiir das Betragsquadrat ergibt sich

(@) = ¢ (@) (@)es + ()" (e . (4.28)

Die komplexe Konjugation in der + Komponente tritt nur bei v»_ auf und umgekehrt.
Mit der bikomplex erweiterten Wellenfunktion ¢ ergibt sich aus der GPE (2.5)

[_A + (‘/e;tt(m) + gwm_*) ey + (Ve;t(w) + 9¢—¢+*) 6—} (Vyer +9e )
=p(Yrer +9pe ). (4.29)

Da p den Eigenwert der bikomplexen Wellenfunktion v bezeichnet, muss nun auch p
eine bikomplexe GroBe p = ey + p_e_ sein. Mit (3.4c) folgt

{_A + Voe(@) + 9¢+1/1—*} Vieqr = pyiey, (4.30a)
A+ V(@) + gvvy | voes = pe_. (4.30b)
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4. PT-symmetrische Quantenmechanik

Wenn die + Koeffizienten derselben komplexen Ebene C; oder C; angehoren, ergibt sich
die erweiterte GPE in den + Komponenten nach (3.10) durch einen Koeffizientenvergleich,

[_A + Voe(@) + 9¢+¢—*} Vi = sty (4.31a)
[—A + V(@) + g ™| o = pyp_. (4.31b)

Diese gekoppelten Differentialgleichungen sind analytisch, die komplexe Konjugation
wirkt auf die Wellenfunktion der jeweils anderen Komponente. Die 4+ Koeffizienten der
idempotenten Darstellung sind geméafl (3.7) komplexe Zahlen aus C; oder aus C; geméif
(3.8). Durch die Wahl ¢, € C; lassen sich komplexe Konjugationen nach i géanzlich
vermeiden.

4.3.2. Symmetrien der Gross-Pitaevskii-Gleichung

Ausgehend von der GPE (2.5) sollen im Folgenden die Symmetriebeziehungen der bikom-
lexen GPE,

[~ A+ Vese + g™ ¢ = ) (4.32)

betrachtet werden. Hierbei beschrédnken wir uns auf nichtentartete Systeme. Wird ein
Operator O auf die GPE (4.32) angewandyt,

O ([-A + Vexe + g¢*]¥) = O (uv)) (4.33)

und die Wirkung des Operators auf die Wellenfunktion ¢ sei durch Oy = 4, die Wirkung
auf den Eigenwert u entsprechend durch Ou = i gegeben, dann folgt

[— A + Vit + g00° | & = i) (4.34)
Der Laplace-Operator, das komplexwertige Potential V. und der Parameter g sollen
invariant sein.
Durch Vergleich von (4.34) mit (4.32) kénnen die folgenden Félle unterschieden werden:
Lop#p,
Oy = ¢ ist ein weiterer Eigenzustand der GPE mit Eigenwert Op = fi.
2. p=p,
Gleichung (4.34) muss in (4.32) tbergehen, und damit

Y =ep, (4.35a)
Gt =Py (4.35b)
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4.3. Nichtlineare Quantensysteme

Aus Gleichung (4.35a) geht hervor, dass die Wellenfunktion ) einen Eigenzustand
zu O mit Eigenwert ¢ € BC darstellt. Durch Einsetzen von (4.35a) in (4.35b) ergibt
sich die Bedingung ec* = 1. Diese Forderung wird gerade durch eine Phase der
Form (3.24) erfullt,

e=e"e, +e e ,aeC. (4.36)

Wird hingegen ein Eigenzustand zu O in die GPE (4.34) eingesetzt, mit € entspre-
chend (4.36), so zeigt ein erneuter Vergleich mit (4.32),

fi=p, (4.37)
Daher gilt die Aquivalenz
p=p += Op=ep, e=cel+e % e_. (4.38)

Gleichung (4.35a) kann durch die Eigenschaften des Operators O noch weitere
Einschrdnkungen an den Eigenwert e liefern, jedoch muss die Bedingung (4.36)
immer erfiillt sein.

P T -Symmetrie

Die GPE ist genau dann P7T-symmetrisch, wenn das Potential die Bedingung (4.16)
erfillt. Durch die Wirkung des PT-Operators (4.8) bleiben der Laplace-Operator und
der Parameter g wie gefordert invariant. Fir O = PT folgen

(PTw)y = ps", (4.39)
(PTY(x)). = ¢5"(—=), (4.40)
in idempotenter Darstellung. Aufgrund der komplexen Konjugation durch den Zeitum-
kehroperator vertauschen die Basiselemente, e — e; und man erhilt Beziehungen
zwischen den + und — Komponenten.
Lopy # pg”,
Es existiert ein weiterer Eigenzustand der GPE (P74 (x)), = ¢+ (—x) mit Eigen-
wert fi.
2. m+ = :U’:F* )

Aus den Gleichungen (4.35) und (4.36) ist bekannt, dass sich ¢(x) und ¢*(—x) nur
um eine Phase unterscheiden diirfen. Der P77 -Operator hat jedoch die Eigenschaft,
dass eine zweimalige Anwendung den Ausgangszustand wiederherstellt. Deshalb
muss auch

PT (PT (V(x))) = PT (s () = ec*dp(x) = () (4.41)
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4. PT-symmetrische Quantenmechanik

gelten. Die Phase (4.36) erfiillt diese Bedingung bereits, und es folgt aus (4.38) die
Aquivalenz

py = ps" & P (—x) = e Yi(x), ap = —a’ . (4.42)

Fiir die P7-Symmetrie ist bereits bekannt, dass durch die globale Phase immer
der Fall der exakten PT-Symmetrie mit oy = 0 gewédhlt werden kann, da der
PT-Operator antilinear ist.

Weitere Symmetrien

Die bikomplexe GPE besitzt bikomplexe Eigenwerte und Eigenfunktionen, daher kann
ahnlich der PT-Symmetrie aus Abschnitt 4.3.2 eine Symmetrie beztiglich der komplexen
Konjugation (3.13b) nach j betrachtet werden [20]. Wird die komplexe Konjugation auf
die GPE angewandt, so bleiben der Laplace-Operator, der Parameter g sowie das externe
Potential unverandert, da diese keine bikomplexen Grofien sind. Wie bei der komplexen
Konjugation nach i findet bei der komplexen Konjugation nach j eine Vertauschung
e+ — ex statt. Falls die Koeffizienten der idempotenten Darstellung als komplexe Zahlen
in C; gewéhlt werden, besteht die Wirkung der komplexen Konjugation (3.13b) allein
in der ex-Vertauschung. In der idempotenten Darstellung bedeutet dies, dass (4.31a) in
(4.31b) iibergeht und umgekehrt.

L. M:ﬁ:#ﬁ?

V() ist ein weiterer Eigenzustand der GPE mit dem nach j komplex konjugierten
Eigenwert fir.

2. Ht = A,
Per Definition muss die komplexe Konjugation nach j die Bedingung

b= =e =) = (4.43)

erfilllen. Deshalb ist die sich aus (4.35) ergebende Phase (4.36) einer zusétzlichen
Bedingung unterworfen,

(0(@))s = P5(x) = e¢u(@), oy "2 —a_7, a2 —az (4.44)

Daraus folgt ay = az* und daher ist die Bedingung (4.44) nur dann erfiillt, wenn

die = Komponenten von «, unabhéangig von der Darstellung, nur einen Realteil
besitzen. Daraus ergibt sich geméaf (4.38)

pe =pfx &  Ue(x) =e**Yi(x), 0y = —a_ €R. (4.45)
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4.3. Nichtlineare Quantensysteme

Ist ein Zustand symmetrisch beztiglich der kombinierten Wirkung des P77 -Operators
und der komplexen Konjugation nach j, sodass

(PTh)y =ps", (4.46)
(PTU(@)), = s’ (—), (4.47)

dann tritt durch die bikomplexe Konjugation (3.13c) keine Vertauschung in den
idempotenten Komponenten auf. Auch fiir diese Zustdnde muss

(PTPsz(:c))i — () (4.48)

gelten, wodurch sich eine zusétzliche Bedingung an die Wellenfunktionen ergibt,

. 4.36 . 448)
Ve (—x) = e (x), ay 439 _ o , Oy (49 —ay. (4.49)

Die Bedingung (4.49) fir einen solchen Zustand wird nur durch diejenigen aw.
erfiillt, welche keinen Realteil besitzen. Diese Zahlen liegen je nach Darstellung auf
einer der beiden imaginiren Achsen. Es gilt die Aquivalenz

pe =pz" & i (—x) =e*ihi(x), 0 =a_* € C:Reaxr=0.  (4.50)
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5. Das zeitabhangige Variationsprinzip

Zur Losung der zeitabhangigen GPE (2.6) wird in dieser Arbeit das von McLachlan
vorgeschlagene zeitabhéngige Variationsprinzip (time-dependent variational principle,
TDVP) fir zeitabhangige Schrodingergleichungen verwendet [37]. Das Ziel dieses TDVP
ist die Vereinfachung einer partiellen Differentialgleichung auf einen Satz von Bewegungs-
gleichungen. Fiir komplexe Zahlen ist das TDVP mit einem Ansatz aus Gaufifunktionen
bereits bekannt [38, 39]. Im Folgenden wird das TDVP fiir bikomplexe Zahlen in idem-
potenter Darstellung verallgemeinert. Zu diesem Zweck soll die dem zeitabhangigen
Variationsprinzip zugrundeliegende Idee an dieser Stelle kurz dargelegt werden.

5.1. Variationsprinzip nach McLachlan

Als Ansatz wird eine Testwellenfunktion i (x,t) = ¥(x, 2(t)) verwendet, die durch
den endlichen Satz zeitabhéngiger Variationsparameter z(t) beschrieben wird und im
Allgemeinen die zeitabhéngige dimensionslose Schrodingergleichung 10y (x,t) = Hi(x, t)
nicht erfiillt. Bei dem Variationsprinzip nach McLachlan muss das Funktional

I = |lig(t) = Hy(t)]" (5.1)

durch Variation der Wellenfunktion ¢ verschwinden und anschliefend wird ¢ = 8,00 = 9
gesetzt, wobei 1 als bekannt angenommen wird. Dies entspricht der Minimierung eines
reellen Potentials. Mit den Wellenfunktionen ¢ = ¢, ey +v_e_, ¢ = prey +¢_e_ und
dem Hamiltonoperator H = H e, + H_e_ in idempotenter Darstellung lautet dieses
Funktional

I={ip —H v (t)]ig; — Hitor () ey
+{ipy — Hatbr ()| — H_p_(t) e
= ]+6+ + I e_. (52)
Die Koeffizienten sind lediglich komplex konjugiert zueinander, sodass die Betrachtung

des Funktionals I = I, = I_* die volle Information enthélt. Es treten nur gewohnliche
komplexe Operationen innerhalb der + und — Komponenten auf, die durch komplexe
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5. Das zeitabhdngige Variationsprinzip

Konjugationen, beispielsweise durch Bra-Vektoren, gekoppelt werden. Fiir die Variation
dieses Funktionals muss also gelten,

01 = (idp_lig, — Hyvy ) + (io- —H_¢_|ide,)
= (10 V- |ivhy = Hips )2 + (i) —H ¢ |ide ¥y )62, . (5.3)
0z, und dz_ sind unabhéngig, sodass die Koeffizienten verschwinden miissen,

(Outp-|ithy = Hawry) = (i —H-0-|02, 004 ) = 0 (54)

Da sich diese Bedingungen lediglich durch eine Vertauschung von + und — unterscheiden,
lasst sich eine kompakte Schreibweise verwenden,

(ithz — Hatpz|0zaths) = 0. (5.5)

Aus (5.4) folgt mit der Aufteilung des Hamiltonoperators in einen kinetischen und einen
potentiellen Anteil, He =T + Vi mit T' = —A,

(Ouytbz (10 — T ) = (Ouptp|Vivos ). (5.6)

5.1.1. GauB’sche Wellenpakete

Als Testwellenfunktion ¢ (¢) wird im Folgenden eine Superposition aus N Gaufl’schen
Wellenpaketen verwendet,

(e, )=¢+( tes +v-_(z,t)e_, (5.7a)
3t (e e ) 5.70)

mit A7 € C™? symmetrisch, g7, p? € C? mit q; = q", piy = p"” und ¢} € C. Eine
GauBfunktion besitzt jeweils fiir die + und die — Komponente (d>+3d+2) reelle Parameter.
Dabei sind die symmetrischen Matrizen A, die idempotenten Breitenparameter der

GauBfunktionen und legen deren Rotation im Raum fest. Die Vektoren g’ = < g:F‘ ’ Zlg i>
geben die raumliche Verschiebung der Gauffunktion zum Ursprung an, die Vektoren
Pl = <g$ ‘p‘ gi> beschreiben den Impulserwartungswert. Der Realteil der ¢’ bestimmt
die Amplitude der Wellenfunktion, der Imaginérteil die Phase. Es wurde bereits gezeigt,
dass die Verwendung eines Ansatzes der Form (5.7), mit einer Uberlagerung weniger
GauBfunktionen, gute Ergebnisse im Vergleich zu numerisch exakten Rechnungen liefert,
mit deutlich geringerem Aufwand [21, 38-43].

Zur Vereinfachung der weiteren Gleichungen ist es sinnvoll, den Ansatz (5.7) auf die
allgemeinere Form

N T An n T n N
pi(at) = 3 e @ Aket(OL) etk = §° gn (5.8)
n=1 n=1
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5.1. Variationsprinzip nach McLachlan

mit den unabhangigen idempotenten Komponenten d” und b” zu bringen. Die Transfor-
mationsvorschrift ist in Anhang A gegeben. Hierbei geht, bis auf die Breitenmatrix A,
die physikalische Anschaulichkeit der Parameter verloren. Durch die Darstellung (5.8)
werden in der weiteren Rechnung Real- und Imaginérteilbildungen, bedingt durch die
explizit auftretende imaginare Einheit i, vermieden. Real- und Imaginérteil werden tiber
die komplexe Konjugation definiert und bedeuten fiir die bikomplexen Zahlen einen
Basiswechsel in der idempotenten Darstellung. Es ist daher hilfreich diese zu umgehen.

Da alle Parameter in (5.8) gewohnliche komplexe Gréen sind, muss fiir die Variation
nach McLachlan die Gleichung (5.6) fiir den Ansatz (5.8) ausgewertet werden.

Die Ableitungen nach den Variationsparameter,

DY+ - al g%

- 5.9
0zy ‘=021 (59)
liefern fir eine Gaufifunktion
gt
T = —Talpgy 5.10a
a(A:t)aB BY+ ( )
g%
= Taly, 5.10b
o), "% (5100)
g%
2= =gt. 5.10
DL 9+ ( c)

Auflerdem muss der Ket-Vektor auf der linken Seite der Gleichung (5.6) berechnet werden.
Dazu wird zuerst die Zeitableitung einer Gauffunktion ¢ betrachtet,

g = f:l (A1), a(A"n + agz:l (b)) 5;;’"&) + ¢ gg;’i
_ <_mTA;;a: +(b1) 2+ cg) e (5.11)

Mit dem kinetischen Anteil T = —A folgt
Tqt — —Agh = (2 Sp A — 4 (mT (A1) - (b’j:)TAQ‘E) z— (b’;)Tbl) gi. (512

Mit (5.11) und (5.12) ergibt sich schliefllich

i —Tqr = [~ 2" (iAi 4 (A;Lf) 2+ (iby —44101) '
T
+ <ic"; —2Sp A% + (b)) bg;) gt (5.13a)
= [mTV{;w + o T+ vgi} gy, (5.13b)
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5. Das zeitabhdngige Variationsprinzip

Die komplexen zeitabhéngigen Koeffizienten in (5.13b) kénnen als effektives idempotentes
Potential aufgefasst werden, in dem sich das Gauf’sche Wellenpaket zeitlich entwickelt.

Die Bewegungsgleichungen lauten dann

iAL =4 (AL) -V, (5.14a)

ibh = 4ATb + o7, | (5.14b)
T

iéh =28p AL — (bl) b + v (5.14c¢)

Da die Matrizen A’} symmetrisch sind, gilt dies auch fir V.. Die Gleichung (5.6) lasst
sich fiir den Ansatz (5.8) mit dem Potential

V = Veu(z) + g [t ()]
= (Vi(@) + gos(@)v-"(@)) es
+(Vext( ) + g (x)y *(m)) e_ (5.15)

der GPE (2.5), wobei g = 87 Nya, und dem effektiven Potential (5.13) in eine kompakte
Schreibweise bringen,

™=

(ahatgr| (2" Viie + vl " + of. ) g1 )

Il
—

n

<37 who? | (VE(@) + gts (@) ¢u(@)) g1 ), (5.16)

||M2

mit o, f = 1,...,d, mit m =1,..., N und mit &+ [ = 0,1,2. Die Gleichungen (5.16)
lassen sich als Matrixgleichungen

Ki’l)i =T+ (517)

darstellen. Dabei sind vy = (vgi, vy, Vﬁt), die Vektoren mit den Koeffizienten des effek-
tiven Potentials, die Losungen dieser Matrixgleichungen. Die beiden Gleichungssysteme
besitzen jeweils N(d? + 3d + 2) Zeilen und Spalten.

Fir die Gauflintegrale gilt

<9$‘$a$ﬁgi> = <<gi’$a$ﬁg$>) ; (5.18)
sodass K4 eine ,idempotente Hermitizitat“ erfillen,
\T __
K = (K" = (Ko). (5.19)

Die Losungen der Gauflintegrale in K1 und 7 sind im Anhang A.1 angegeben.
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5.1. Variationsprinzip nach McLachlan

5.1.2. Symmetrien der GauB3’schen Parameter

In Abschnitt 4.3.2 wurden die Symmetrien der Wellenfunktionen diskutiert. Fir den
Ansatz aus gekoppelten Gauffunktionen kénnen nun die entsprechenden Relationen fiir
die Gaufl’schen Parameter abgelesen werden. Die Anwendung einer Symmetrieoperation
auf einen Eigenzustand zum Symmetrieoperator O geméfl Abschnitt 4.3.2 liefert fiir den
Ansatz (5.8) mit N GauBfunktionen

N T N T T
Z e AL+ b:l:) Ttc} _ JREEE Z e~ Aiz—i—(bi) w-&-cl’ (520>
n=1 n=1

wobel o = aeq + a_e_ eine Phase der Form (3.24) mit oy = —a_* ist und weiteren

Einschrankungen durch den Symmetrieoperator O unterliegen kann.

e Fiir PT-symmetrische Zustéande folgt aus (5.20) mit O = PT die Bedingung
N . . ) N
Yoot (4g) e (o) e ( =3 wTALw+(oy) @t (o) (5.21)

Die GauBfunktionen diirfen hierbei nicht alle in sich selbst iibergehen. Wenn jede
GaufBifunktionen bei Anwendung des P7T-Operators in sich selbst tibergehen wiirde,
so miisste jede GauBfunktion zum Urpsrung symmetrisch sein, wegen der Ortsspiege-
lung durch den Paritétsoperator. Durch Verwendung eines Doppelmuldenpotentials
sind jedoch die meisten GauBfunktionen in verschiedenen Mulden lokalisiert, diese
miissen dann paarweise identisch sein. Weiterhin wird fiir die P7-Symmetrie keine

weitere Forderung an den Phasenfaktor gestellt, sodass e'® = e%e, + e % e_ eine
gewoOhnliche freie Phase darstellt.
Die Symmetrien der Parameter ergeben sich direkt aus (5.21),
(An)" = Az, (5.22a)
(b2)" = b, (5.22b)
(c%)ak =+ ay, (5.22¢)
fir Paare mit n,m = 1,..., N und a, = —a* wegen (4.41) einer komplexen Zahl

aus C; oder C;. Fir die Gauifunktionen, die nicht am Ursprung lokalisiert sind,
muss n # m gelten.

e ['iir einen Zustand, der symmetrisch beztiglich der komplexen Konjugation nach j
ist, folgt

N N
e = AR (B7) e oA (0) e (4s) (5.23)

n=1 n=1
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5. Das zeitabhdngige Variationsprinzip

Im Gegensatz zur PT-Symmetrie tritt hierbei keine Ortsspiegelung auf, sodass
jede GauBfunktion in sich selbst oder eine andere Gaufifunktion am selben Ort
iibergehen muss. Daraus folgen

An = AT, (5.24a)
br = b7, (5.24b)
=+ P+, (5.24c¢)
mit n,m =1,..., N, wobei die n-te und m-te GauBfunktion am selben Ort liegen

und B, = —f5_ nach (4.44) reell ist.

e Fiir einen Zustand, der symmetrisch beziiglich der gleichzeitigen Wirkung von PT
und der komplexen Konjugation nach j ist, gilt entsprechend

S~ e (1) () oo () $h e o) (5
n=1

n=1

Wie im rein PT-symmetrischen Fall miissen die Gaufifunktionen paarweise iden-
tisch sein, wenn sie nicht zum Ursprung symmetrisch sind. Da hierbei gleichzeitig
komplexe Konjugationen nach i und j auftreten, bleiben die Basiselemente ey
invariant. Fiir die Parameter folgt

(4z)" = Ay, (5.26a)
(bz) = -br, (5.26b)
() =+, (5.26¢)
fiir Paare mit n,m = 1,..., N. Gaulfunktionen, die nicht am Ursprung liegen
missen paarweise identisch sein, also n # m. Nach (4.49) muss fiir die Koeffizienten
des Phasenfaktors v, = —%* mit Revyy = 0 gelten, sodass diese rein imaginére

Zahlen beztiglich i oder j darstellen. Eine der komplexen Konjugationen in (5.26)
entfallt immer, da die Koeffizienten entweder in C; oder in C; liegen.

5.1.3. Variationsparameter in drei Dimensionen

Von nun an wollen wir uns auf ein dreidimensionales System beschranken. Auflerdem
ist das PT-symmetrische Doppelmuldenpotential aus Abschnitt 4.2.2 rotationssym-
metrisch. Dies ermoglicht die Reduzierung der Anzahl der Variationsparameter. Der
verallgemeinerte Ansatz (5.8) aus zwei gekoppelten Gaufifunktionen soll nun ebenfalls
eine Rotationsinvarianz um die x-Achse erfiillen,

(e, 2() = Y(RW)z, 2(1)) (5.27)
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5.2. Stationdre Lésungen

wobei R(¥) eine reelle Drehmatrix um die z-Achse mit dem Winkel 9 ist,

1 0 0
R(¥) =10 cosv —sind| . (5.28)
0 sin?d cos?

Durch die Bedingung (5.27) mit (5.28) ergeben sich fiir die Gauf’sche Parameter
A" = RY(0)ALR(Y), (5.292)
b = R (9)b} . (5.29b)
Gleichung (5.29a) zeigt, dass die Breitenmatrizen A’ nur Diagonaleintrége besitzen, aus
Symmetriegriinden muss aulerdem (Aﬁ[)yy = (A’j:)zz gelten, sodass

ap=| o0 (ay) o0 | (5.30)
0 0 (Ag)yy

Gleichung (5.29b) wiederum zeigt, dass die Vektoren b’} nur eine z-Komponente besitzen,

(1),

b= o"|. (5.31)
0

Insgesamt reduziert sich die Zahl der komplexen idempotenten Parameter einer Gauf3-
funktion damit von 20 auf 8, es miissen also 16 reelle Komponenten variiert werden.

5.2. Stationare Losungen

Die zeitliche Entwicklung eines BECs wird durch die Bewegungsgleichungen (5.14)
beschrieben. Um diese Entwicklung ausgehend von einem Startparametersatz z(t =
0) iterativ zu berechnen, werden die Bewegungsgleichungen mit einem numerischen
Integrationsverfahren aufintegriert. Dazu miissen in jedem Schritt die Matrixgleichung
(5.17) aufgestellt und gelost werden. Die Losungen der dabei auftretenden GauBintegrale
sind im Anhang A.1 gegeben.

Eine notwendige Bedingung fiir das Auftreten stationérer Losungen ist, dass die Zeita-
bleitungen der Parameter A" und b% in (5.14) verschwinden, die Parameter also zeitun-
abhéngig sind. Aus der zeitabhidngigen GPE (2.6) mit dem Ansatz (5.8) folgt dann fiir
die idempotenten Komponenten

N N N | N
i) gi=1) 0agt=1) giéi=ps) gt. (5.32)
n=1 n=1 n=1 n=1
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5. Das zeitabhdngige Variationsprinzip

Die Zeitableitungen der Parameter ¢/} missen fiir stationare Losungen alle gleich sein
und entsprechen den idempotenten Komponenten des chemischen Potentials, ¢} = —ipug
fir n =1,..., N. Fir die Variation der idempotenten Parameter ergeben sich also im
stationdren Fall die hinreichenden Bedingungen

A =0, =0,n=1,...,N, (5.33a)

- =0,n=1,...,N—1. (5.33b)

Mit den in Abschnitt 5.1.3 diskutierten Symmetrien sind das 2(4N — 1) komplexe, also
(16N — 4) reelle Bedingungen. Dazu miissen ebensoviele Parameter variiert werden. Die
stationdren Losungen sind durch das Nullstellenproblem (5.33) gegeben. Zur Bestimmung
der stationdren Zustdnde muss also im Allgemeinen eine (16N — 4)-dimensionale Null-

stellensuche durchgefiihrt werden. Durch die globale Phasenwahl der Quantenmechanik
entfillt jedoch ein Parameter und ein weiterer durch die Normierungsbedingung,

<¢}w> = 1. (5.34)
Wird der Ansatz fiir die Wellenfunktion (5.8) umgeschrieben,
el T gn n\T n_.N
¢(w,t) — % Z e ® A:tw+<b:t) w-l—(ci—ci) : (535)
n=1

so kann die Normierungsbedingung (5.34) durch entsprechende Wahl der Realteile der
c¥ erfiillt werden. Die Imaginirteile der ¢ stellen dann die globale Phase dar,

N norm | ; .phase
et =+ T (5.36)

Damit miussen also fiir die + und die — Komponente zusammen (8N — 2) komplexe
Parameter variiert werden,

AT B n=1,...,N, (5.37a)
(cl—cﬁ),nzl,...,]\f—l, (5.37b)

Fiir das bikomplexe Variationsprinzip in idempotenter Darstellung gehen also insgesamt
2(8N — 2) reelle Variationsparameter in die Nullstellensuche ein.
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6. Eigenwertspektrum

Das in KAPITEL 5 vorgestellte zeitabhangige Variationsprinzip liefert einen Satz von
Bewegungsgleichungen (5.14), den es fir stationire Zustdande zu losen gilt. Fir die
Testwellenfunktion wird der Ansatz (5.8) mit zwei gekoppelten Gaufifunktionen verwendet.
Es wurde gezeigt, dass bereits zwei Gauflfunktionen eine gute Naherung darstellen
und qualitativ prazise Ergebnisse liefern [21, 39]. Zusammen fiithrt das fiir bikomplexe
Parameter gemafi Abschnitt 5.2 fiir zwei Gauflfunktionen auf eine 28-dimensionale reelle
Nullstellensuche. Dafiir wird das modifizierte Powell-Hybridverfahren verwendet [44].

Ist ein stationérer Zustand erreicht, erfiillen also die Variationsparameter die Bedingungen
(5.33), so ist das chemische Potential gegeben durch die negativen Zeitableitungen der
Parameter & der beiden GauBfunktionen,

fe = —icL = —iét. (6.1)

6.1. Reelles Eigenwertspektrum

Vor der Untersuchung der bikomplexen Zusténde sollen die PT-symmetrischen stationiren
Zustande des Eigenwertspektrums fir das reelle Potential mit v = 0 aus [21] betrachtet
werden. Zum besseren Verstdndnis werden die bekannten Ergebnisse hier noch einmal
zusammengefasst.

In Abbildung 6.1 sind die vier reellen Zusténde fiir einen verschwindenden Gewinn-Verlust
Parameter (v = 0) in Abhéngigkeit der Nichtlinearitidt dargestellt. Zusétzlich existieren
noch zwei macroscopic quantum self-trapping Zustande [45, 46], die hier jedoch nicht
gezeigt oder behandelt werden. Die Nichtlinearitat gibt die Starke der Wechselwirkung
der Kondensatteilchen an und wird durch den Nichtlinearitatsparameter Na beschrieben,
der proportional zur Teilchenzahl und der Streuldnge ist. In dieser Arbeit werden nur
attraktive Wechselwirkungen mit Na < 0 betrachtet.

An den Bifurkationspunkten bei Na ~ —1,35 und Na ~ —1,36 entstehen jeweils zwei
Zustande, wobei die Zustande bei Na ~ —1,36 eine gerade Paritat, die Zustande bei
Na ~ —1,35 eine ungerade Paritéit besitzen. Am Bifurkationspunkt sind die Zustédnde
stark in den jeweiligen Mulden lokalisiert. Fiir starkere attraktive Wechselwirkungen oder
eine grofere Teilchenzahl N kollabiert das Kondensat und es existieren keine Losungen
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Abbildung 6.1: Das PT-symmetrische Eigenwertspektrum fiir einen verschwin-
denden Gewinn-Verlust Parameter 7 = 0 zeigt vier Zustiande, die paarweise eine
Bifurkation bilden. Die oberen Zustédnde tiberkreuzen sich bei einem Nichtlineari-
tatsparameter Na ~ —0.8. Die macroscopic quantum self-trapping Zustande sind
hier nicht dargestellt.

mehr [47, 48]. Fiir schwéchere attraktive Wechselwirkungen tiberkreuzen sich die oberen
Zustédnde bei Na ~ —0,8 und gehen fiir Na — 0 in den Grundzustand und den ersten
angeregten Zustand des Doppelmuldenpotentials tiber.

Fir v # 0 dndert sich das Eigenwertspektrum grundlegend, wie in Abbildung 6.2 fiir
verschiedene Gewinn-Verlust Parameter gezeigt ist. Die zwei unteren, energetisch tieferen
Zustédnde bilden nun eine Bifurkation, die oberen Zustande bleiben qualitativ gleich.
Der Kreuzungspunkt bei Na ~ —0,8 ist nach wie vor vorhanden. Ist v sehr klein, so
verlaufen die Zustdnde erwartungsgemaf sehr dhnlich wie fiir ein verschwindendes . Fiir
steigende Werte des Gewinn-Verlust Parameters ndhert sich der neu hinzugekommene
Bifurkationspunkt den anderen beiden Bifurkationen an. Fiir ausreichend grofle Werte
von 7 verschwinden die beiden rechten Bifurkationen und es existiert nur noch ein
Bifurkationspunkt. Dieser verschiebt sich fiir einen steigenden Gewinn-Verlust Parameter
hin zu groBeren Parametern Na. Alle hier gezeigten Zustédnde besitzen reelle Eigenwerte,
obwohl das Potential komplex ist.
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Abbildung 6.2: Das reelle Eigenwertspektrum der GPE fiir verschiedene Gewinn-
Verlust Parameter v in Abhéngigkeit des Nichtlinearitdtsparameters Na. Fiir ein
imaginares Potential bilden die Losungen mit urspriinglich gerader und ungerade
Paritét eine zusitzliche Bifurkation. Im Grenzfall eines reellen Potentials (7 = 0)
trennen sich die Losungen und der Bifurkationspunkt verschwindet.

Um die Struktur des Eigenwertspektrums zu verstehen, wird die GPE analytisch fortge-
setzt. Auf das Bifurkationsverhalten wird in KAPITEL 7 néher eingegangen.

6.2. Analytische Fortsetzung

Unter Abschnitt 2.2 wurde bereits anhand der Tangenten- und Heugabelbifurkation
gezeigt, dass ein Verschwinden von Losungen im Raum der reellen Zahlen von der
Entstehung imaginédrer Losungen im Raum der komplexen Zahlen begleitet wird. Dieses
Verhalten ist typisch fiir Funktionen, die nicht analytisch in einem bestimmten Raum,
wie dem der reellen Zahlen, jedoch analytisch in einen allgemeineren Raum, wie dem
der komplexen Zahlen, sind. Um das Bifurkationsszenario in Abbildung 6.2 verstehen
zu konnen, muss also ein erweiterter Raum betrachtet werden. Der Quantenmechanik
liegen bereits die komplexen Zahlen zugrunde. Das betrachtete Spektrum ist jedoch
ausschlieflich reell, sodass der Imaginérteil keine weiteren Informationen liefern kann.
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Abbildung 6.3: Realteil der + Komponente des bikomplexen Eigenwertspektrums
in idempotenter Darstellung in Abhangigkeit des Nichtlinearitdtsparameters Na bei
v = 0,4x1073. Die gewohnlichen komplexen Losungen werden mit C, die zusétzlichen,
nur in bikomplexer Erweiterung existierenden Losungen mit BC bezeichnet. Die
bikomplexen Losungen BC und die Bifurkationspunkte B erhalten einen Index, der
angibt, welche komplexen Losungen C an dieser Bifurkation beteiligt sind.

In KAPITEL 3 wurden die bikomplexen Zahlen als Verallgemeinerung der komplexen
Zahlen vorgestellt und in KAPITEL 5 bereits auf das TDVP angewandt. Es wird nun das
bikomplexe Eigenwertspektrum mit zusatzlichen, nur in der analytischen Fortsetzung
existierenden Losungen betrachtet.

Fiir die weiteren Betrachtungen ist es zur Ubersichtlichkeit zweckméBig, die einzelnen
Zustande des Bifurkationsszenarios zu benennen. Abbildung 6.3 zeigt ein mogliches
Namensschema. Dabei werden die in der gew6hnlichen komplexen TDVP existierenden
Zustande mit C (complez) und die zusatzlichen bikomplexen Zustande mit BC (bicomplez)
bezeichnet. Die Eigenwerte der Zustande C; bis C4 sind weiterhin reell.

Jeweils zwei komplexe Zustédnde gehen an einem Bifurkationspunkt in zwei bikomplexe
Zustande iiber, die im Realteil von py identisch sind. Dabei erhalten der bikomplexe
Zustand und der Bifurkationspunkt als Index die Nummern der beiden an der Bifurkation
beteiligten komplexen Zustande. So gehen etwa die komplexen Losungen C; und Cy im
Bifurkationspunkt Bis in die bikomplexen Losungen BCqs tiber.
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Die Vorteile der idempotenten Darstellung der bikomplexen Zahlen im Allgemeinen und
zur Losung der GPE wurden bereits ausfiihrlich in den KAPITELN 3 und 5 sowie im
Abschnitt 4.3.1 diskutiert. Geméa$ (3.7) und (3.8) existieren zwei mogliche Arten der
idempotenten Darstellung beziiglich unterschiedlicher imaginarer Einheiten. Obwohl diese
im mathematischen Sinne gleichberechtigt sind, ist die imaginédre Einheit 7 im physikali-
schen Sinne dahingehend ausgezeichnet, dass die Wellenfunktionen weiterhin durch das
Betragsquadrat |¢|2 = )" beziiglich der komplexen Konjugation nach 7 normiert werden
sollen. Auflerdem tauchen explizit imaginire Einheiten i im Potential (4.21) und den
Bewegungsgleichungen (5.14) auf. Diese miissen ebenfalls in die idempotente Darstellung
iiberfiihrt werden,

i— dey +ie_, (6.2a)
i — —jer +je_. (6.2b)

Die Darstellung beziiglich j erscheint verlockend, da komplexe Konjugationen nach ¢ dann
keinen Einfluss auf die Komponenten selbst nehmen, sondern lediglich die Basiselemente
vertauschen. Jedoch muss beachtet werden, dass nach (6.2b) jede explizite imaginére
Einheit i mit verschiedenem Vorzeichen in die + Komponenten eingeht. Diese Eigen-
schaft ist fiir die praktische Anwendung ungiinstig. Wird hingegen die Darstellung der
Komponenten als komplexe Zahlen beziiglich i verwendet, behalten alle Gleichungen in
der bikomplexen Erweiterung ihre Form bei. Die komplexen Konjugationen nach i wirken
dann auf alle idempotenten Koeffizienten und werden von einer Vertauschung e; — e4
der idempotenten Basiselemente begleitet. Insbesondere gilt dann V.5, = V., = Vi, da
Vixt € C;, und die GPE in idempotenter Darstellung geht tiber in

[—A + Vexi (@) + g0 by = pyths (6.3a)
[—A + V(@) + g4 = ptp_. (6.3b)

Im Folgenden sind die 4+ Koeffizienten stets als komplexe Zahlen beziiglich i zu verstehen.

6.2.1. Bikomplexes Eigenwertspektrum in idempotenter Darstellung

Das bikomplexe Eigenwertspektrum wird durch den Real- und Imaginarteil der = Kom-
ponenten in Abbildung 6.4 dargestellt. Fir das Eigenwertspektrum gilt p, = p_*,
wobei der Imaginérteil symmetrisch um g = 0 ist. Aus diesem Grund werden lediglich
Repu, = Rep_ und Im gy = —Im pu_ gezeigt. Die Erkldrung hierfiir folgt in Abschnitt
6.3.

Das erweiterte Spektrum in Abbildung 6.4 weist im Vergleich zu Abbildung 6.2 neue
Losungen auf, die einen nicht verschwindenden Imaginéarteil besitzen. Zuerst soll wieder
der Fall eines reellen Potentials (v = 0) betrachtet werden. Die aus Abbildung 6.2 bereits
bekannten komplexen Zustdnde C; bis C4 sind unverdndert. An den Bifurkationspunkten
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Abbildung 6.4: Das vollstidndig bikomplex erweiterte Eigenwertspektrum fiir
verschiedene Gewinn-Verlust Parameter v in Abhéngigkeit des Nichtlinearitétspara-
meters Na. Es wird nur g = p_* dargestellt, der Imaginérteil ist symmetrisch um
pw=0.

Bis bei Na ~ —1,35 und B34 bei Na ~ —1,36 spalten die bikomplexen Zustédnde BC15 und
BC34 ab, die einen von Null verschiedenen Imaginérteil besitzen. Ein solcher bikomplexer
Zustand umfasst selbst zwei im Realteil identische Losungen mit verschiedenen Imagi-
narteilen. Dadurch ist die Anzahl der Zusténde fiir jeden Wert von Na konstant 4. Die
Bifurkationen zeigen das fiir Tangentenbifurkationen in analytischer Fortsetzung typische
Verhalten, dargestellt in Abbildung 2.1. Der Bifurkationspunkt By3 sowie die bikomplexen
Zustédnde BCq3 existieren nicht, Cy und C3 bleiben also unabhéngige Losungen.

44



6.3. Symmetrien

Werden Teilchen ein- und ausgekoppelt (y # 0), so entsteht der neue Bifurkationspunkt
Bss zwischen den Zustidnden Cy und Csz. Dort spalten sich die bikomplexen Zustidnde BCos
ab, die im Realteil in denselben Verlauf iibergehen wie die Losungen Cy und Cs fiir v = 0.
Auch die iibrigen Eigenwerte nahern sich vor und hinter den Bifurkationen den Losungen
im Falle verschwindender Gewinne und Verluste an.

Fiir einen zunehmenden Gewinn-Verlust Parameter v nahern sich die Bifurkationspunkte
Bis und B3 einander an, bis sie auf einen Punkt fallen und dann verschwinden. Dabei
entkoppeln die komplexen Zustinde C;, C, und C3 von den bikomplexen Losungen BCio
und BCos. Dies ist insbesondere deutlich im Imaginérteil bei v = 0,8 x 1073 zu sehen. Die
bikomplexen Losungen BC1, und BCss3 bilden ein Paar neuer bikomplexer Zusténde, die an
keiner Bifurkation beteiligt sind und ohne analytische Fortsetzung nicht existieren. Dieses
Losungspaar kreuzt die komplexen Losungen im Realteil, jedoch nicht im Imaginérteil, die
Zustande sind also vollig getrennt. Fiir einen noch starkeren Gewinn-Verlust Parameter
entfernen sich die Zustdnde voneinander, sowohl im Real- als auch im Imaginérteil.

6.3. Symmetrien

Die idempotenten Komponenten sind festgelegt als Elemente aus C;. Die in Abschnitt 4.3.2
diskutierten Symmetrien kénnen also dahingehend vereinfacht werden, dass die komplexen
Konjugationen nach j nun keinen Einfluss auf die & Koeffizienten haben, sondern nur noch
als ex Vertauschung wirken. Die relevanten Symmetriebedingungen sollen an dieser Stelle
noch einmal fiir eine Wellenfunktion aus zwei gekoppelten Gaufifunktionen rekapituliert
werden. Anstatt der Parameter ¢! und ¢? wird nur deren Differenz betrachtet, diese ist
entsprechend (5.35) von der Wahl der Phase sowie der Normierung unabhéngig. Fir die
Wellenfunktionen wird die globale Phase im Folgenden so gewéhlt, dass der Eigenwert
beziiglich einer Symmetrieoperation stets 1 ist.

e Aufgrund der Paritétsspiegelung durch den PT-Operator miissen die Gauflfunktio-
nen aus unterschiedlichen Mulden ineinander tibergehen. Fir zwei Gauflfunktionen
ist das nur moglich, wenn die Gaufifunktionen paarweise identisch sind. Fiir die
PT-Symmetrie folgt dann

pe=ps & P (-z) = Yu(x), (6.4)
(AL)" =42, (6.4Db)

(bL)" =-b2, (6.4¢)

(cljF — Ci)* = (Ci cft) (6.4d)

45



6. Eigenwertspektrum

e Die komplexen Konjugationen nach j bewirken eine Vertauschung der Elemente e,
sodass lediglich die idempotenten Komponenten der GPE (4.31) vertauscht werden.
Die beiden GauBfunktionen miissen jeweils in sich selbst iibergehen. Ubertragen
auf die Parameter lautet die Symmetrie beziiglich der e Vertauschung also

pe =pg & Yp(e) =vi(T), (6.5a)

AL = AL, (6.5b)

b =b}, (6.5¢)

(c}F - Ci) = (cj[ — Ci) : (6.5d)

fir n = 1,2. Diese Symmetrie soll im Folgenden als ,+ Symmetrie® bezeichnet

werden.

e Sind die Zustdnde symmetrisch beziiglich der gleichzeitigen Wirkung des PT-
Operators sowie der + Vertauschung, so tritt im Gegensatz zum P7T -symmetrischen
Fall eine zweifache Vertauschung der Basiselemente auf,

pe = pst & Y (—x) = Ya(z), (6.6a)
(A1) =42, (6.6b)
) )

)

Diese Symmetrie wird fortan als P71+ Symmetrie bezeichnet. Die Bedingung (6.6a)
zeigt, dass PT 1 symmetrische Zustinde nur reelle Energieeigenwertkomponenten
besitzen. Auch die weiteren Parameter sind entweder reell oder rein imaginér.

In Abbildung 6.5 ist das chemische Potential fiir zwei verschiedene Gewinn-Verlust
Parameter dargestellt. In den Abbildungen 6.5 — 6.9 sind die P74 symmetrischen
Losungen durchgezogen, die Losungen mit Im py < 0 gesrichelt und die Losungen mit
Im i, > 0 gepunktet dargestellt, um eine Uberpriifung der Symmetrien zu ermdoglichen.
Man erkennt, dass fiir alle Zustdande p, = p_* gilt. Die Realteile stimmen also iiberein,
wéahrend die Imaginérteile umgekehrtes Vorzeichen haben. Dies zeigt, dass alle Losungen
PT-symmetrisch sind. Es ist leicht zu erkennen, dass nur diejenigen Losungen zusétzlich
eine Symmetrie beziiglich einer Vertauschung der + Komponenten besitzen, die einen
verschwindenden Imaginérteil besitzen. Diese entsprechen genau den komplexen Losungen
C: bis C4 aus Abbildung 6.2, die bereits ohne bikomplexe Erweiterung existieren. Die
zusatzlichen bikomplexen Losungspaare BCio, BCo3 und BCs4 brechen diese + Symmetrie
und gehen durch Vertauschung der idempotenten Komponenten ineinander iiber. Das
heifit, wenn ein bikomplexer Zustand ¢ = 9re; +1_e_ mit Eigenwert p = ey +p_e_
bekannt ist, so stellt auch ¢ = 1_e, +1,e_ mit Bigenwert fi = pu_e, + i e_ eine Losung
dar.
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Abbildung 6.5: Das chemische Potential in idempotenter Darstellung fiir v =
0,6 x 1073 und v = 1,0 x 1073 mit unterschiedlichem Verhalten. Die P74 symme-
trischen Zustdnde sind durchgezogen dargestellt. Die PT . gebrochenen Zustéinde
mit Im g, < 0 sind gestrichelt und mit ;. > 0 gepunktet dargestellt und zeigen
die Symmetrien zwischen den + Komponenten auf.

6.4. GaulB3’sche Parameter

Die weiteren Gauf’schen Parameter sind in den Abbildungen 6.6 — 6.9 dargestellt, wobei
fiir die Parameter ¢! und ¢ nur die Differenz gezeigt wird. Entsprechend (5.35) ist
diese Differenz unabhéngig von der spezifischen Norm- und Phasenwahl. Man kann
leicht tiberpriifen, dass auch die Gaufi’schen Parameter die Bedingungen (6.4) fiir die
PT-Symmetrie erfiillen. Eine + Symmetrie besitzen wiederum nur die Losungen mit
einem verschwindenden Imaginérteil in den Parametern A}? und b? und einem ver-
schwindendem Realteil in den Differenzen (cj[ — ci) Diese Zustande erfiillen folglich

auch die Bedingungen (6.6) fir die P7 + Symmetrie.
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Abbildung 6.6: Die zz-Komponenten der Breitenparameter A der beiden Gauf3-
funktionen in idempotenter Darstellung weisen dieselben Bifurkationen auf wie
das Eigenwertspektrum. Alle Zustdnde sind P7T-symmetrisch, sodass jeweils die
+ und die — Komponente der verschiedenen Gaufifunktionen komplex konjugiert
zueinander sind. Die P71 symmetrischen Zustinde besitzen keinen Imaginéarteil.
Damit die Symmetrien erkennbar werden, sind die P7 + gebrochenen Zustidnde mit
Imp, <0 (Impy > 0) gestrichelt (gepunktet) dargestellt.

48



6.4. GaufBl’sche Parameter

1
Yyy—

Re A

0.2 :\::::\ 7:;;;_;_;_;;;;:;».,____,\“‘ 1 0.2
O 7 1 | \\\\\\: ~. X —+ ‘ ' ::“( N O ? 1

i

I

1
Yyy—

1
Im Ayy+
o
I
H
I
H
|
i
‘\
i
|
o
ImA

2
Re Ayy "

2
Re Ayy_

0,2 ‘:\\\\\ . 7;::::::.1‘:;;;;::‘\\ - 0,2
0,1 - 4 40,1

yy+
!

i

I

|

2
Yyy—

E 01t o + A 4-0,1
02 L Lot 1-0,2

ImA

| | | | | | | |
-1,38 -1,36 -1,34 -1,32 -1,38 -1,36 -1,34 -1,32
Na Na

Abbildung 6.7: Die yy-Komponenten der Breitenparameter A der beiden
GauBfunktionen in idempotenter Darstellung verhalten sich analog zu den xz-
Komponenten aus Abbildung 6.6.
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Abbildung 6.8: Die z-Komponente des Parameters b fiir die beiden Gaufifunktio-
nen in idempotenter Darstellung weisen dieselben Bifurkationen auf wie die iibrigen
Parameter. Alle Zustidnde sind P7 -symmetrisch, die + Komponente ist das negativ
komplex Konjugierte der — Komponente bei unterschiedlichen Gauffunktionen.
Wie zuvor besitzen die PT .+ symmetrischen Zustédnde keinen Imaginérteil und die
PT 1 gebrochenen Zustande mit Im gy < 0 (Im gy > 0) sind gestrichelt (gepunktet)
dargestellt.
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Abbildung 6.9: Die Differenzen der GauB’schen Parameter ¢y? weisen erwartungs-
gemafl wiederum dasselbe Bifurkationsszenario auf. Durch die Differenzbildung
ist die Darstellung unabhéngig von der Normierung und der spezifischen Wahl
der globalen Phase. Die 4+ Komponenten sind negativ komplex konjugiert zu den
— Komponenten und somit P7T-symmetrisch. Die PT L symmetrischen Zustédnde
besitzen keinen Realteil, die PT 1 gebrochenen Zustinde sind wie bei den anderen
Parametern gestrichelt (Im g, < 0) und gepunktet (Im . > 0) dargestellt.
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7. Bifurkationen

In diesem Kapitel sollen die in Abbildung 6.2 auftretenden Bifurkationen naher betrachtet
und mit den Bifurkationstypen aus Abschnitt 2.2 verglichen werden.

In KAPITEL 6 wurde bereits festgestellt, dass abhingig von dem Gewinn-Verlust Para-
meter v mindestens eine und maximal drei Bifurkationen existieren. Alle Bifurkationen
sind typische Beispiele fiir die Tangentenbifurkation aus Abschnitt 2.2.1. Bei einem
bestimmten Wert des Parameters Na verschwinden zwei reelle Zustiande und bilden eine
Bifurkation, an der zwei imaginare Zustinde entstehen oder umgekehrt. Der Vergleich
von Abbildung 6.4 mit Abbildung 2.1 zeigt, dass dieses Verhalten ebenso im Real- und
Imaginérteil der idempotenten Komponenten zu sehen ist. Das Spektrum in Abbildung
6.4 stellt die bikomplexe Erweiterung des Spektrums in Abbildung 6.2 dar. In den Bifur-
kationspunkten selbst sind die reellen und imaginéren Eigenwerte gleich. Die Gaufy’schen
Parameter weisen Bifurkationen bei denselben Werten wie das Eigenwertspektrum auf,
sodass die Wellenfunktionen dort ebenfalls identisch sind. Es ist bekannt, dass an den
Bifurkationspunkten meist nicht nur Anderungen in der Zustandszahl, sondern gleichzei-
tig Stabilitdtswechsel erfolgen. Die Stabilitédtseigenschaften dieser Bifurkationen werden
in dieser Arbeit nicht betrachtet. Wir werden daher auf die Stabilitaten der einzelnen
Zustéande in der weiteren Diskussion nicht eingehen.

Die Anzahl der Bifurkationspunkte ist bei verschiedenen Werten von v nicht konstant. Fiir
~v = 0, also den Fall ohne Gewinn und Verlust, bilden je zwei komplexe Zusténde C mit je
zwei bikomplexen Zustdanden BC eine Bifurkation. Fiir kleine Gewinn-Verlust Parameter
v # 0 existieren drei Bifurkationen, wobei die Zustdnde C; und C3 mit niedrigerer Energie
eine zusétzliche Bifurkation bilden. Fiir starkere Gewinne und Verluste existiert nur noch
eine Bifurkation, Bs4. Die Bifurkationspunkte Biy und B3 verschwinden.

7.1. Cusp-Bifurkation

Um diesen Ubergang besser zu verstehen, werden die Tangentenbifurkationen B;; und
By3 im Parameterraum Na und 7 betrachtet. Die in Abbildung 7.1 dargestellten Verlaufe
besitzen eine gegensatzliche Kriimmung und nahern sich einander an, bis die beiden
Bifurkationspunkte in einem Punkt zusammenfallen. Dabei beschreiben sie die Form
einer Spitze im Parameterraum. Dieses Verhalten, dass zwei Tangentenbifurkationen
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Abbildung 7.1: Die Tangentenbifurkationen By, und Bays iiber den zugehorigen
Systemparametern Na und ~. Die Bifurkationspunkte existieren nur in einem
bestimmten Teil des Phasenraumes. Die Trajektorien bilden eine Cusp-Bifurkation.

zusammenfallen und verschwinden, wird als Cusp-Bifurkation bezeichnet, diese wurde
bereits in Abschnitt 2.2.2 besprochen. Die Verlaufe in Abbildung 7.1 existieren nur
fiir bestimme Parameterpaare v und Na. Fiir den kritischen Wert des Gewinn-Verlust
Parameters -, ~ 0,766 x 10~3 verschwinden die Tangentenbifurkationen.

Eine Cusp-Bifurkation wird durch die Differentialgleichung
& =v(r,po)=2"+pr+o (2.19)

beschrieben. Ein Vergleich der Losung dieser Gleichung mit dem Eigenwertspektrum
des Systems ist in Abbildung 7.2 dargestellt. Dabei wird der Parameter p festgehalten
und die Losungen (2.20) als Funktionen von o angesehen. Der kritische Punkt, die
Cusp-Bifurkation bei p = ¢ = 0, kann nicht dargestellt werden, da die Gleichung (2.19)
dann nur die Losungen 21?3 = 0 besitzt. Die Ebene mit p = —1073 in Abbildung 7.2
beschreibt das Verhalten der Losungen an der Cusp-Bifurkation jedoch ausreichend gut.
Der Vergleich zeigt, dass die komplexen Zustdnde C; und C; sowie die bikomplexen
Zustande BCi5 und BCy3 im Real- und Imaginérteil lokal das Verhalten einer Cusp-
Bifurkation widerspiegeln. Die Symmetrie der Normalform ist nicht vorhanden, da noch
eine weitere Bifurkation auftritt und das Bifurkationsszenario somit komplizierter ist.
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7.1. Cusp-Bifurkation

Fiir eine Wahl des Parameters p weiter vom Bifurkationspunkt entfernt, weisen die
Losungen = der Normalform in Abbildung 7.2 ebenfalls zwei Bifurkationen fir p < 0 und
keine Bifurkation fiir p > 0 auf. Dass die Zustédnde keine Bifurkation mehr bilden, ist
insbesondere an der vollsténdigen Trennung der Losungen im Imaginarteil zu erkennen.
Im Parameterraum innerhalb der Spitze existieren drei reelle Losungen, auflerhalb nur
eine. Diese charakteristische Eigenschaft der Cusp-Katastrophe wird durch Betrachtung
der Losungen als Flache im Parameterraum klar, welche in Abbildung 2.2 dargestellt ist.
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7. Bifurkationen
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Abbildung 7.2: (a) Fur kleinere v besitzt das Eigenwertspektrum drei Tangen-
tenbifurkationen, fiir grofere v nur eine Tangentenbifurkation. (b) Normalform der
Cusp-Bifurkation in Abhéngigkeit des Parameters o fiir verschiedene Parameterwer-
te p. Die rote Kurve zeigt den Verlauf der Losungen in der Nahe des Cusp-Punktes.
Die Ubereinstimmung der Eigenwerte mit den Losungen der Normalform ist deutlich
zu erkennen.
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8. Wellenfunktionen

In Abschnitt 6.3 wurden die Symmetrien des Eigenwertspektrums und der zugehorigen
Parameter besprochen. Diese Erkenntnisse sollen nun durch Betrachtung der Wellenfunk-
tionen bestétigt werden. Im System treten die folgenden Symmetrien auf.

e PT-Symmetrie

Ve (—x) = ¥i(), (8.1)
e + Symmetrie
V() = Ye(z), (8.2)
e PT. Symmetrie
Yt (—x) = Pi(x). (8.3)

Alle Zusténde erfiillen die PT-Symmetrie und sind somit ,,idempotent symmetrisch® im
Realteil mit Re ¢y (x) = Re¢x(x) und ,idempotent antisymmetrisch® im Imaginérteil
mit Im ¢y () = Im " (—x). Es treten daher keine Zusténde mit reiner £ Symmetrie
auf. Diese ergibt sich dann bereits eindeutig aus den anderen Symmetrien und wird im
Folgenden nicht weiter betrachtet. Stattdessen wird direkt die P7 .+ Symmetrie untersucht.
Die Wellenfunktionen miissen hierfiir ,echt symmetrisch® im Realteil mit Re ¢y (x) =
Re ¢y (x) und ,echt antisymmetrisch® im Imaginérteil mit Im¢y, (x) = —Im " (—x)
sein. Damit die Wellenfunktionen exakt diese Symmetrien erfiillen, muss die globale
Phase so gewéhlt werden, dass die Zustédnde exakte PT-symmetrisch sind. Damit folgt
fiir

e PT-Symmetrie
ek "E (&), (8.4)

e PT . Symmetrie
(5.26¢) *
ch =7 () (8.5)

Exakte PT-Symmetrie ergibt sich entsprechend (4.13) und (3.24) durch die Multiplikation
mit der globale Phase 7 = e"te, + €7 e_, wobei

Vo= - = (8.6)

57



8. Wellenfunktionen

0,2 - ] . BCis 10,2
i O & LG -
N P v Co e |
= 01+ - .-’ 10l s
Q . ."/‘ - .‘I ’ Q
Dj .':Il \\‘l'. .':/ \\ .':/I \‘ .':/ \\.l'- ﬁ
0 _______,,'/‘ \{“'/.'.’ \______________"’, \\/."/ \‘______ O
: : : : : :
0,5 i . 7\ 4 0,5
I hy
0,25 - F 1 /A 10,25
g / \‘\ / \L. Sl
£ 0 \\\ ,/’""'""""'“ N 0 g
0,25 - . - \ / 1-0,25
0,5 | v ] 1-0,5
| | | | | |
-5 0 5 -5 0 5
s xr

Abbildung 8.1: Wellenfunktionen der an der Bifurkation By beteiligten Zustéinde
fir v = 0,4 x 1073, Die komplexen Losungen C; und Cy bei Na = —1,345 sind
PT + symmetrisch und besitzen echt symmetrische Real- und echt antisymmetrische
Imaginarteile. Die bikomplexen Losungen BCis bei Na = —1,355 sind nur P7T-
symmetrisch und gehen durch 4+ Vertauschung ineinander iiber. Die Farben der
Wellenfunktionen entsprechen den Zustédnden in Abbildung 6.3.

Gleichung (8.5) ergibt sich durch die Wahl (8.6) automatisch, denn wird (8.4) in (5.26¢)
eingesetzt,

(c’}t)* = (C?F)* +y1,n=1,2 (8.7)

so folgt 7, = —v_. Da ~ in (5.26) eine idempotente Phase darstellt, gilt jedoch auch

vy = —v_" und damit y; = ~v1*. Die v. diirfen also lediglich einen Realteil besitzen,
dieser ist jedoch nach (5.26) gerade Null, sodass (8.5) folgt.

Es werden nun jeweils die Wellenfunktionen zweier komplexer Zustéinde C und eines +
symmetriegebrochenen bikomplexen Zustandes BC betrachtet, die eine Bifurkation bilden.
Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird der zugehérige zweite bikomplexe Zustand nicht
dargestellt, da dieser lediglich aus einer + Vertauschung folgt. Grund hierfiir ist der
Bruch der + Symmetrie aus Abschnitt 4.3.2. Die Abbildung 8.1 zeigt die komplexen
Zustédnde C; und Cy sowie den bikomplexen Zustand BCis. In den Abbildungen 8.2 und
8.3 sind die Zustande Cs, C3 und C4 sowie die entsprechenden fortgesetzten Zustédnde
BCs3 und BC34 an den Bifurkationspunkten By und Bsy dargestellt.
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Abbildung 8.2: Wellenfunktionen der an der Bifurkation By3 beteiligten Zusténde
fiir v = 0,4 x 1072, in Analogie zur Abbildung 8.1. Die komplexen Losungen Co
und C3 werden fiir einen Nichtlinearitatsparameter Na = —1,345, das bikomplexe
Losungspaar BCos fiir Na = —1,335 gezeigt.

Erwartungsgeméf besitzen alle komplexen Losungen einen echt symmetrischen Realteil
und einen echt antisymmetrischen Imaginérteil und erfillen damit die P7 . Symmetrie
(8.3). Die bikomplexen Zustande brechen diese Symmetrie und sind nur P7 -symmetrisch.
Sie besitzen einen idempotent symmetrischen Realteil und einen idempotent antisymme-
trischen Imagindrteil, also ¢4 (x) = ¥+"(—x). Der Realteil der + Komponente muss unter
Punktspiegelung am Ursprung den Realteil der — Komponente ergeben. Gleichzeitig muss
der Imaginarteil der + Komponente gleich dem negativen Imaginérteil der — Komponente
sein. Aulerdem neigen die bikomplexen Aste zu einer komplexeren Struktur, wie die
Wellenfunktion BCs, in Abbildung 8.3 zeigt.

In Anhang B werden die Wellenfunktionen in der Vektordarstellung der bikomplexen
Zahlen gezeigt. Dies ermdglicht einen Vergleich mit [20]. Dort wurde gefunden, dass jede
der vier Vektorkomponenten fiir sich symmetrisch oder antisymmetrisch sein muss. Die
vorliegenden Resultate bestétigen das. Weiterhin zeigt [20], dass analytisch fortgesetzte
Zustinde PT-symmetrischer Spektren selbst PT-symmetrisch sind, die Fortsetzungen
PT-gebrochener Zustidnde wiederum P7T -gebrochen. In dieser Arbeit wurden nur P77 -
symmetrische Losungen betrachtet und die bikomplexe Erweiterung liefert auch hier
wieder ein PT-symmetrisches Eigenwertspektrum.
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Abbildung 8.3: Wellenfunktionen der an der Bifurkation Bs, beteiligten Zustédnde
analog zu Abbildung 8.1 fiir v = 0,4 x 1073, Die Wellenfunktion der bikomplexen
Losung BCsq bei Na = —1,365 besitzt weitere Extrema. Die komplexen Losungen
C3 und Cy4 sind fiir Na = —1,355 dargestellt.



9. Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde das P7T-symmetrische Eigenwertspektrum eines Bose-Einstein-
Kondensates, beschrieben durch die nichtlineare Gross-Pitaevskii-Gleichung, in Abhéan-
gigkeit der Nichtlinearitatsstérke untersucht. Dazu wurde ein nicht-hermitesches System
mit einem komplexen Potential als Modell eines offenen Quantensystems betrachtet.
Ein imaginédres Potential erzeugt Quellen und Senken der Aufenthaltswahrscheinlich-
keit von Teilchen. Ein einfaches P7T-symmetrisches Potential ist das hier verwendete
Doppelmuldenpotential mit antisymmetrischem Imaginarteil, dieser bewirkt in einer
Mulde eine Einkopplung und in der anderen Mulde eine Auskopplung von Teilchen. Die
Gross-Pitaevskii-Gleichung wurde numerisch durch ein zeitabhangiges Variationsprinzip
gel6st, mit einem Ansatz fiir die Wellenfunktion aus zwei gekoppelten Gaufunktionen.
Dieser Ansatz liefert qualitativ priazise Ergebnisse unter geringem numerischen Aufwand.
Durch eine mehrdimensionale Nullstellensuche konnen die stationaren Zustande bestimmt
werden.

Von besonderem Interesse sind die fiir nichtlineare Systeme charakteristischen Bifurkatio-
nen und deren Verdnderungen fiir unterschiedlich starke Teilchengewinne und -verluste.
Um diese Bifurkationen besser zu verstehen, wurde die Gross-Pitaevskii-Gleichung mithil-
fe bikomplexer Zahlen analytisch fortgesetzt. In der analytischen Erweiterung ist die Zahl
der Losungen fur alle Parameter konstant, wohingegen ohne die Erweiterung Loésungen
im Spektrum bei Variation der Parameter entstehen oder verschwinden. Fiir die bikom-
plexen Zahlen wurde die idempotente Darstellung mit den Basiselementen e, e_ = 0 und
e2 = eg verwendet. Der Vorteil dieser idempotenten Darstellung ist die Vereinfachung
bikomplexer Rechnungen auf komplexe Operationen. Alle Rechnungen kénnen getrennt in
den idempotenten Koeffizienten durchgefithrt werden, solange keine komplexen Konjuga-
tionen auftreten, denn diese bewirken eine Vertauschung der idempotenten Basiselemente,
e+ — ex. Es wurde gezeigt, dass sich das zeitabhéngige Variationsprinzip mit einem
Ansatz aus gekoppelten GauBfunktionen in die idempotente Darstellung tibertragen lasst.
Dabei erhélt man die doppelte Zahl komplexer Gleichungen.

Betrachtet wurde das P7T-symmetrische Eigenwertspektrum der Gross-Pitaevskii-Glei-
chung. Es war bereits bekannt, dass sich das Spektrum durch die Einfiihrung von
Gewinnen und Verlusten qualitativ &ndert und die Zahl der Losungen nicht konstant ist.
Das reelle Spektrum zeigt, dass durch eine Kopplung an die Umgebung eine zuséatzliche
Bifurkation entsteht, welche die zuvor getrennten Zustéinde verbindet. In der analyti-
schen Fortsetzung tauchen an den Bifurkationspunkten zusatzliche bikomplexe Zustédnde
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auf, sodass fiir alle Nichtlinearitatsstarken dieselbe Zahl an Losungen existiert. Diese
zusatzlichen Zustande brechen die idempotente + Symmetrie und gehen paarweise durch
4+ Vertauschung ineinander tiber. Es wurde damit das bekannte Resultat bestatigt, dass
PT-symmetrische Losungen an den Bifurkationspunkten wieder in P7 -symmetrische
analytisch fortgesetzte Losungen tibergehen [20]. Durch die Betrachtung der Wellenfunk-
tionen konnten die in der Theorie hergeleiteten Symmetrien und Symmetriebrechungen
der Losungen bestétigt werden.

Alle im Spektrum enthaltenen Bifurkationen konnten als Tangentenbifurkationen iden-
tifiziert werden. Unterhalb eines kritischen Gewinn-Verlust Parameters existieren drei
Bifurkationen, dartiber nur noch eine. Im Parameterraum der Nichtlinearitatsstéirke
und des Gewinn-Verlust Parameters konnte dieses Verhalten auf eine Cusp-Bifurkation
zuriickgefiihrt werden. Fiir zunehmende Gewinne und Verluste nahern sich zwei Tan-
gentenbifurkationen einander an und fallen beim Cusp-Punkt zusammen. Fiir grofiere
Gewinne und Verluste treten diese Bifurkationen nicht mehr auf.

0.1. Ausblick

Bifurkationen sind oft mit Stabilitdtswechseln verbunden und weisen charakteristische
Eigenschaften exzeptioneller Punkte auf. Die Stabilitatseigenschaften dieser Bifurkationen
und exzeptionellen Punkte wurden in dieser Arbeit nicht betrachtet. Es wéare insbesondere
interessant, die Cusp-Bifurkationen néher zu untersuchen und deren Stabilitétseigenschaf-
ten zu bestimmen, da dort sechs Zustande des bikomplexen Spektrums zusammentreffen.
Die Cusp-Bifurkation kann im Parameterraum umkreist und damit die Vertauschung
der Zustinde untersucht werden. In dieser Arbeit sind die Nichtlinearitédtsstiarke und der
Gewinn-Verlust Parameter reelle Groen. Um die weiteren, im System auftretenden Bifur-
kationen im Parameterraum zu umkreisen und als exzeptionelle Punkte zu klassifizieren,
miissen diese Parameter ebenfalls bikomplex erweitert werden.

In dieser Arbeit wurden ausschlieBlich P7T-symmetrische Zustdnde behandelt. Es ist
naheliegend, auch eine analytische Fortsetzung der P7T-gebrochenen Zustiande durch-
zufithren. Dabei wird erwartet, dass die fortgesetzten Losungen eine PT . Symmetrie
besitzen, jedoch sowohl die PT-Symmetrie als auch die + Symmetrie brechen [20]. Des-
weiteren bietet sich die Verwendung der idempotenten Darstellung fiir die analytische
Fortsetzung komplexerer Systeme, wie den dipolaren Bose-Einstein-Kondensaten an, die
zusitzliche Effekte zeigen [49, 50]. Da mit dem Doppelmuldenpotential ein sehr einfaches
PT-symmetrisches Quantensystem behandelt wurde, ist als Erweiterung die Einfithrung
eines komplizierteren Potentials mit weiteren Gewinn- und Verlusttermen denkbar.
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A. GauBfunktionen

Die in Abschnitt 5.1.1 eingefiihrten Gaufunktionen werden auf eine allgemeine Form
transformiert,

(@) = o (e a o) o) = et A e (4 )

Fir die Parameter gelten die folgenden Beziehungen,

b" =2Aq" + ip", (A.2a)

" =—(g") A" — i(p") q" — o, (A.2b)
n __ 1 n\—1lgn

q" = ;Re ((Am~"'") (A.2¢)

p" =Imbd" —2Im (A"q") . (A.2d)

A.1. GauBintegrale

Zur Berechnung der Koeffizienten der Matrixgleichung im zeitabhangigen Variationsprin-
zip aus Abschnitt 5.1.1 miissen GauBlintegrale,

3

—xt At x n )T pten Lpn\T(an)y~1pn 4cn
G;zn — <gm’gn> — /d3l'e TAm +(bm) +cm — ||An ” 64(bm) (Am) b+, , (A3)
mit
AT = (A 4 A" (A.4a)
by, = (67)" + b, (A4b)
C = (™) 4" (A.de)

gelost werden.

Die benotigten dreidimensionalen Integrale sind von der Form

(9"

okl 3, 0.k 1 —axTArx+b2)Ta+c?, _ g0 gk ol n
x1x2x3 /d T T{T5T5€ n & Om m = 0y 0,,0,,G, . (A.5)
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A. Gauffunktionen

Die Losung ist durch die verallgemeinerte Kettenregel nach Faa di Bruno gegeben,

n! N o) () \ P
0= X i,.,fw>wcw>rl( ENT (e
i1betiy=N 117 N j=1 J:
Fir das Gauflintegral (A.3) folgt mit d, = 0,, und G = G},
NI /1 a1 i2
Ny - n\—lgn Lan—1
=Qp =Kpp

In dieser Arbeit werden nur die folgenden Ableitungen bendtigt,

0,G = Q,G (A.8a)
02G = (@2 +K,) G, (A.8b)
G = (Q+ 3@,)1(,,,)) q, (A.8c)
03G = (@) + 6Q2K,, + 3K2,) G, (A.8d)
mit 0,0, folgt

8,0,G = (Ko + Q,Q0) G, (A.8¢)
0,02G = (2Q, K0 + Q, (@2 +K,))G, (A.8f)
0-05G = (3 (Q2 o+ KooK pp) + @y (Q5 +3Qp ) ) G (A.8g)
0;0,G = (26, m+w&a(@+&ﬂ%+&m0, (A.8h)
0;050,G = (Qr Kpo + Qo Kpr + Q,Kor +Q:Q,Q,) G, (A 8i)

0:0,02G = (2K pr (Ko + Q,;Q» +2Q,Q- Ko
(@i + Kpp) (QoQr + Kor)) G (A-8))
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B. Wellenfunktionen in
Vektordarstellung
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Abbildung B.1: Wellenfunktionen der am Bifurkationspunkt B;s beteiligten Zu-

stande bei v = 0,4 x 1072 in Vektordarstellung. Die Losungen C; und C, bei
Na = —1,345 sind gleichzeitig symmetrisch beziiglich der kombinierten Wirkung

des PT-Operators und einer komplexen Konjugation nach j. Die nur in der analy-

tischen Fortsetzung existierenden Losungen BCiy bei Na = —1,355 brechen diese
Symmetrie und sind nur P7-symmetrisch, was an den nichtverschwindenden j und

K -Komponenten zu erkennen ist.
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Abbildung B.2: Wellenfunktionen der an den Bifurkationspunkten B,z (bei
Na = —1,335 und Na = —1,345) und Bs4 (bei Na = —1,355 und Na = —1,365)
beteiligten Zustinden in Vektordarstellung fiir v = 0,4 x 1072, Es gelten dieselben
Symmetrieeigenschaften fiir die Losungen C und BC wie in Abbildung B.1.
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